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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Астрофiзичнi об’єкти з тороїдальними структурами є
досить поширеним явищем. Важливим структурним елементом активних ядер
галактик (АЯГ) є газопиловий оптично товстий тор, який оточує центральну об-
ласть активного ядра. Залежно вiд його орiєнтацiї щодо спостерiгача пояснюється
подiл АЯГ (як бiльш потужних радиогалактик i квазарiв, так i слабших сейфер-
товських галактик) на рiзнi типи в межах унiфiкованої схеми, в якiй структура
цих об’єктiв однакова. А саме, центральна надмасивна чорна дiра оточена акре-
цiйним диском, вiдповiдальним за бiльш жорстке випромiнювання, в околицi яко-
го генеруються космiчнi струменi – джети, що породжують радiовипромiнювання.
При цьому потужнiсть випромiнювання акрецiйного диска залежить вiд маси чор-
ної дiри. Газопилової тор в АЯГ називають затiнюючим тором, тому що вiн може
приховувати центральну область АЯГ (2-й тип – радiогалактики та Sy2) або, нав-
паки, випромiнювання акрецiйнного диска може бути доступно спостерiгачевi (1-й
тип – квазари та Sy1). Пиловi тори в АЯГ вiдiграють iстотну роль, поставляючи
речовину в акрецiйний диск, що забезпечує значне енерговидiлення центральних
областей активних галактик. Довгий час затiнюючi тори не були доступнi прямим
спостереженнями через їх малi вiдноснi масштаби та з урахуванням вiддаленостi
АЯГ. Пряме виявлення тора в найближчих до нас сейфертовських галактиках
стало можливим завдяки технологiчним досягненням, а саме, використанню IЧ-
камери MIDI на VLT i вступу в дiю найбiльшого радiоiнтерферометра ALMA,
що працює в мiлiметровiй областi спектра. Результати спостережень пiдтвердили
геометричну товщину тора та його значну масу. Ще починаючи з iдеї унiфiко-
ваної схеми, запропонованої Р. Антонуччi, обговорювалися механiзми, якi здатнi
пояснити геометрично товсту форму тора. Значна маса тора показала, що необ-
хiдно враховувати його гравiтацiйнi властивостi. Врахування самогравiтацiї тора
для iнтерпретацiї спостережних даних обговорювалося давно, проте гравiтацiйнi
властивостi тора практично не дослiджувалися навiть у межах класичної теорiї
потенцiалу. Питання, що пов’язанi з формуванням, стабiльнiстю, динамiкою ре-
човини в торi є найбiльш важливими для розумiння фiзичних властивостей АЯГ.
Тут важливий як аналiтичний пiдхiд, так i сучаснi чисельнi методи, що здат-
нi моделювати гравiтуючi системи, якi складаються з великого числа об’єктiв.
Знання гравiтацiйних властивостей тора також важливо для дослiдження кiльце-
вих галактик. Яскравим представником кiльцевих галактик є об’єкт Хога, який
складається з центральної галактики та кiльця зореутворення. В галактиках типу
об’єкта Хога маса кiльця порiвнянна з масою центральної галактики, що також
свiдчить про необхiднiсть врахування гравiтацiйних властивостей тора. Вiдзначи-
мо, що кiльце є окремим випадком тора, коли його малий радiус iстотно менше
великого. Зiткнення зоряних i галактичних систем може призводити до форму-
вання кiлець темної речовини, якi можуть залишатися стабiльними протягом до-
сить довгого часу. Працюючи як гравiтацiйнi лiнзи, вони можуть приводити до
важливих ефектiв, вивчення яких у свою чергу може пролити свiтло на розподiл
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речовини, включаючи темну речовину, в об’єктах, що мiстять кiльцевi структури.
Питання про те як рухається речовина в тороїдальних об’єктах, що являють со-
бою суцiльне середовище, але при цьому характеризуються iстотною гравiтацiєю,
також залишається вiдкритим. Скорiш за все, iстотну роль тут може грати не
тiльки орбiтальний рух, який врiвноважує стиснення тора вздовж великого ра-
дiуса, але й вихровий рух, здатний компенсувати стиск вздовж малого радiуса
за рахунок наявностi вiдцентрових сил. Таким чином, дослiдження тороїдальних
вихорiв можливо дасть змогу зрозумiти рух в торi як гравiтуючому об’єктi.

З iншого боку, наявнiсть осесиметричної течiї в протилежних напрямках у ба-
гатьох астрофiзичних об’єктах на малих масштабах може призводити до форму-
вання тороїдальних вихорiв. Динамiка тороїдальних вихорiв в таких спецiальних
системах може показувати цiкавi властивостi, такi як викид вихрових компонент.
Це в свою чергу може бути використано як додатковий механiзм виникнення ком-
понент викидiв в об’єктах, де величини магнiтного поля недостатньо для забезпе-
чення значних викидiв. Все це показує, що дослiдження тороїдальних структур в
межах задач класичної теорiї потенцiалу та гiдродинамiки, а також з використан-
ням чисельних експериментiв є актуальним до теперiшнього часу. Такi дослiджен-
ня дадуть можливiсть виявити новi фiзичнi властивостi цих об’єктiв i, вiдповiдно,
iнтерпретувати багато спостережних даних щодо астрофiзичних об’єктiв з торої-
дальними структурами.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисерта-
цiйна робота виконана у вiддiлi Мiлiметрової астрономiї та у вiддiлi Космiчної ра-
дiофiзики Радiоастрономiчного iнституту НАН України та є складовою частиною
наступних проектiв: ”Розповсюдження та розсiяння електромагнiтних хвиль в нав-
колоземному та космiчному середовищах” № держреєстрацiї 0111U000062; ”Фун-
даментальнi властивостi фiзичних систем мiкро- i макросвiту” № держреєстра-
цiї 0109 U 005856 (2009 – 2010 рр.); ”Дослiдження космiчної речовини методами
багатохвильової радiоспектроскопiї” № держреєстрацiї 0107U001043 (2007 – 2009
рр.); а також сумiстно в НДI астрономiї Харкiвського нацiонального унiверси-
тету iменi В. Н. Каразiна в межах бюджетных тем: ”Астрофiзика позагалактич-
них об’єктiв: гравiтацiйно-лiнзованi квазари та активнi ядра галактик” № дер-
жреєстрацiї 0119U002528 (2019 – 2021 рр.), вiдповiдальний виконавець; ”Дослiд-
ження гравiтацiйних лiнз: космологiчнi параметри та фiзика позагалактичних
об’єктiв” № держреєстрацiї 0116U000829 (2016 – 2018 рр.), вiдповiдальний викона-
вець. Автор був керiвником гранту НАН України для молодих вчених ”Взаимодей-
ствие остатка сверхновой с молекулярным облаком” (2009 – 2010 рр.). Автор та-
кож взяв участь у цiльовiй програмi НАН України ”Астрофiзичнi та космологiчнi
проблеми прихованої маси i темної енергiї Всесвiту” (шифр ”Космомiкрофiзика”)
№ держреєстрацiї 0107U007813 (2007 – 2009 рр.); № держреєстрацiї 0110U004538
(2010 р.); № держреєстрацiї 0111U003978 (2011 р.).

Мета та задачi дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є дослiдження
гравiтацiйних i гiдродинамiчних властивостей тороїдальних структур в астрофi-
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зичних об’єктах i використання результатiв для iнтерпретацiї спостережних даних
активних ядер галактик, квазарiв, кiльцевих галактик. Для досягнення поставле-
ної мети сформульованi наступнi ключовi задачi:

• дослiдити динамiку вихорiв в радiальному потоцi в 2D i 3D випадках для
рiзного типу течiї та з урахуванням орбiтального руху в вихорi;

• отримати новий iнтегральний вираз для гравiтацiйного потенцiалу тора та
знайти аналогiї з потенцiалами елементарних тiл;

• отримати аналiтичнi наближенi вирази потенцiалу тора в зовнiшнiй та внут-
рiшнiй областях, зручнi для їх використання в задачах динамiки;

• дослiдити динамiку частинки в зовнiшньому гравiтацiйному потенцiалi тора
з урахуванням центральної маси та розв’язати задачу про iснування стiйких i
замкнутих орбiт;

• запропонувати вирiшення проблеми спостережуваної щiлини мiж централь-
ною галактикою та кiльцем в кiльцевих галактиках типу об’єкта Хога;

• розв’язати задачу про знаходження рiвноважної форми самогравiтуючого
тора в гравiтацiйному полi центральної маси та провести чисельнi експерименти
для рiзних початкових умов i параметрiв системи в межах задачi 𝑁 тiл;

• вирiшити проблему спостережуваної геометричної товщини газопилового то-
ра в активних ядрах галактик;

• отримати основнi фiзичнi характеристики для газопилового тора в межах
унiфiкованої моделi активного ядра галактики: взаємодiя з джетами, пiдживлення
аккреционного диска, зовнiшня акрецiя;

• дослiдити ефекти гравiтацiйного лiнзування для системи, де лiнзою є кiль-
цева галактика (тор i центральна маса).

Об’єктом дослiдження є затiнюючi газопиловi тори активних ядер галак-
тик, кiльцевi галактики.

Предметом дослiдження є динамiка в гравiтацiйному полi тора та цен-
тральної маси, стабiльнiсть самогравiтуючого тора, випромiнювання торiв i джетiв,
динамiка тороїдальних вихорiв та їх роль у формуваннi компонент джетiв, ефекти
гравiтацiйного лiнзування.

Методи дослiдження. Для розв’язання поставлених задач використовува-
лися аналiтичнi обчислення, методи математичної фiзики, чисельнi моделювання,
алгоритми задачi𝑁 тiл з використанням технологiї CUDA паралельних обчислень
на GPU, метод трасування променiв.

Наукова новизна одержаних результатiв.
1. На пiдставi отриманого нового виразу для гравiтацiйного потенцiалу то-

ра вперше показано, що зовнiшнiй потенцiал тора представляється потенцiалом
нескiнченно тонкого кiльця тiєї ж маси аж до поверхнi тора, а вiдмiнностi iснують
поблизу його осi симетрiї та залежать вiд геометричного параметра.

2. Вперше показано в межах задачi 𝑁 тiл, що самогравiтуючий товстий тор в
полi центральної маси залишається стабiльним, а рiвноважний перетин має форму
овалу з гаусовим розподiлом густини.
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3. Вперше виявлено iснування областi некругових орбiт мiж окружнiстю Лагран-
жа та останньою стiйкою круговою орбiтою, що здатне пояснити спостережувану
щiлину в розподiлi зоряної густини в кiльцевих галактиках.

4. Виявлено новi аспекти ролi центральної маси в стабiльностi самогравiтуючо-
го тора. Вперше показано, що у потенцiалi тора при наявностi центральної маси
iснують як регулярнi, так i замкненi орбiти нових типiв. Показана можливiсть
формування стiйкого тора Кеплера, який є узагальненням кеплерiвського диска.

5. Вперше побудовано динамiчну модель затiнюючого тора в активних яд-
рах галактик та показано, що спостережувану динамiку в ядрi сейфертiвської
галактики NGC 1068 можна пояснити особливостями руху хмар в торi за рахунок
ефектiв самогравiтацiї.

6. Вперше показано, що в гравiтацiйно-лiнзовiй системi ”центральна маса та
тор”, формується одно, два або три кiльца Ейнштейна в залежностi вiд поверхневої
густини в диску, що дозволить iдентифiкувати тороїдальнi структури при пошуку
лiнзових систем в iснуючих та нових оглядах неба.

7. Вперше виявлена принципова рiзниця мiж динамiкою кiльцевих вихорiв в
радiальному потоцi в 2D та 3D випадках, а саме, в достатньо потужному акрецiй-
ному потоцi вiдбувається колапс вихору. Показано, що спiральнiсть для вихору з
закруткою (орбiтальним рухом) вiдрiзняється вiд вiдомої формули Моффата для
зачеплених вихорiв.

8. На пiдставi отриманого аналiтичного рiшення задачi динамiки кiльцевих ви-
хорiв в радiальному потоцi у 2D та 3D випадках показано, що вихори прискорю-
ються акрецiйним потоком та викидаються в протилежних напрямках, формуючи
компоненти джетiв в активних ядрах галактик.

Практичне значення отриманих результатiв. Дослiдження гравiтацiй-
ного потенцiалу тора, що проведенi в данiй дисертацiї, дають можливiсть значно
спростити багато задач, де необхiдне урахування гравiтацiйного поля тора. От-
риманi наближенi вирази для потенцiалу тора в зовнiшнiй та внутрiшнiй обла-
стях можна використовувати в задачах динамiки, фактично зводячи цi задачi до
аналiтичного розгляду. Результати дослiдження динамiки в гравiтацiйному полi
тора та центральної маси можна використовувати для iнтерпретацiї спостереж-
них даних в кiльцевих галактиках, а саме за спостережними розмiрами щiлини
в об’єктах типу об’єкту Хога можна оцiнювати вiдносну масу кiльця. Крiм то-
го, iснування окружностi Лагранжа й OSCO орбiти в таких системах i аналогiя
з ISCO в релятивiстських системах розширює загальне розумiння гравiтацiйних
властивостей таких систем. Запропонований тор Кеплера, як узагальнення дис-
ка Кеплера, може становити iнтерес навiть у межах навчальних програм. Тор
Кеплера, який є iдеалiзованим об’єктом, дуже зручний для того, щоб навчати
студентiв моделювати системи з великою кiлькiстю частинок, прищепити вмiння
використовувати кеплерiвськi елементи та зрозумiти зручнiсть супутньої систе-
ми координат. Результати, що пов’язанi з чисельним моделюванням тора, мають
широке застосування, оскiльки в принципi показано, що подiбнi структури мо-
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жуть бути стабiльнi, а дослiджена динамiка дає можливiсть iнтерпретувати як
наявнi на даний момент данi спостережень, так i тi, якi будуть отриманi з вели-
кою роздiльною здатнiстю в майбутньому. Динамiчна модель затiнюючого тора
з урахуванням його самогравiтацiї, яка запропонована в дисертацiї, дозволяє ви-
користовувати її для iнтерпретацiї спостережуваних особливостей динамiки пи-
лових торiв в активних ядер галактик. При цьому можливо пояснити не тiльки
геометричну товщину тора в АЯГ, але також i пояснити наявнiсть некеплерiвсь-
кого руху. Результати дослiдження кiльцевих вихорiв можуть бути використанi
як додатковий механiзм формування компонент джетiв. Результати, що пов’язанi
з гравiтацiйним лiнзуванням, можна використовувати для iнтерпретацiї спосте-
режень, де присутнi бiльше нiж одне кiльце Ейнштейна або радiально витягнутi
зображення. Це у свою чергу дасть можливiсть вiдновити розподiл речовини в
гравiтацiйних лiнзах, якi мiстять кiльцевi структури.

Особистий внесок автора є вагомим на всiх етапах. Роботи [1, 19] авто-
ром написанi самостiйно. У роботах [2-8, 10,13, 16-17, 21], де дисертант є першим
автором, приймалась активна участь у постановцi задачi, частинi аналiтичних
обчислень, чисельних моделювань, аналiзу результатiв, написаннi та пiдготовцi
статей до публiкацiї. В роботi [9] автором проведенi чисельнi експерименти з ви-
бору орбiти супутника та розрахунки змiн елементiв обраної орбiти, пiдготовленi
окремi частини статей. В роботi [14] автор брав участь в постановцi задачi, вико-
нав частину аналiтичних i чисельних розрахункiв, обговорював результати роботи
та запропонував астрофiзичну iнтерпретацiю, а також пiдготував текст статтi. В
роботi [20] автор брав участь в обговореннi iдеї статтi, провiв чисельнi моделюван-
ня задачi 𝑁 тiл для самогравiтуючого тора, написав вiдповiдний роздiл статтi. В
роботах [15, 18] автор брав участь в формулюваннi задачi, аналiтичних розрахун-
ках, в обговореннi промiжних i фiнальних результатiв, в написаннi тексту статтi.
В роботах [11, 12] автор брав участь в обговореннi постановки задачi, аналiзi про-
мiжних i фiнальних результатiв.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної роботи пред-
ставленi у 35 доповiдях на таких вiтчизняних i мiжнародних наукових конфе-
ренцiях: Second Italy-Ukraine Meeting in Astronomy ”Multiwavelength Astrophysics
from Radio to Gamma Rays” (Kharkiv, Ukraine, 23-25 September, 2018); Italy-
Ukraine Meeting in Astronomy (Rome, Italy, 22 March, 2018); International Conferen-
ce ”Quasars at all epochs” (Padova, Italy, 2-7 April, 2017); ХVIII Мiжнародний сим-
позiум ”Методи дискретних особливостей в задачах математичної фiзики”, (Хар-
кiв, Україна, 26–28 червня, 2017); XIII Мiжнароднa конференцiя ”Фiзичнi явища в
твердих тiлах” (Харкiв, Україна, 5-8 грудня, 2017); International Gamow conference
”Astronomy and beyond” (Odessa, Ukraine, 13-20 August, 2017); Всеросийской кон-
ференции ”Актуальные проблемы внегалактической астрономии” (Пущино, Рос-
сия, 2016, 2014, 2012, 2009, 2007); International conference ”All wave astronomy.
Shklovsky-100” (Moscow, Russia, 20-22 June, 2016); International conference ”Multi-
spin galaxies-2016” (Nizhnij Arkhyz, Russia, 26-30 September, 2016); International
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Conference ”Astrophysics and cosmology after Gamov: progress and perspectives”
(Odessa, Ukraine, 16–23 August, 2015); International conference ”The European Week
of Astronomy and Space Science” (Switzerland, Geneva, 30 June - 4 July, 2014); Меж-
дународная конференция ”Астрофизика высоких энергий” (Москва, Россия, 2014,
2012, 2007); Participation in trimester ”N-body gravitational dynamical systems From
N=2 to infinity...” in Henri Poincaré Institute, Part of trimester ”Dynamics and kinetic
theory of self-gravitating systems” (Paris, France, 20 October - 3 November, 2013);
International Workshop ”Dynamics and kinetic theory of self-gravitating systems”
(Paris, France, 4-8 November, 2013); Международная конференция ”Современные
проблемы математики и её приложения в естественных науках и информацион-
ных технологиях” (Харьков, Украина, 1-31 мая, 2012); International Conference
”Astronomy and Space Physics” (Kyiv, Ukraine, May 22-25, 2012); International
Astronomical Gamow Conference (Odessa, Ukraine, 2012, 2010); Международная
конференция ”Современные проблемы математики и её приложения в естествен-
ных науках и информационных технологиях” (Харьков, Украина, 17 - 22 апре-
ля, 2011); Научная сессия Совета РАН по нелинейной динамике (Москва, Рос-
сия, 20-21 декабря, 2010, 2008, 2006); Всероссийская астрономическая конферен-
ция ”От эпохи Галилея до наших дней” (Нижний Архыз, Россия, 12-19 сентября,
2010); International Lyapunov Memorial Conference (Kharkiv, Ukraine, 24-30 June
2007); XXXVII Young European Radio Astronomers Conference (Bordeaux, France,
4-7 September, 2007).

Публiкацiї. Результати дисертацiї опублiкованi у 63 наукових працях: 21 стат-
тя у мiжнародних i вiтчизняних виданнях, 10 – у працях конференцiй та 32 у
тезисах конференцiй.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiйна робота складається зi всту-
пу, восьми роздiлiв, висновкiв та списку використаних джерел. Загальний обсяг
роботи складає 337 сторiнок. Дисертацiя мiстить 128 рисункiв, 3 таблицi та список
використаних джерел з 244 найменувань на 24 сторiнках.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ ДИСЕРТАЦIЇ

У вступi дисертацiйної роботи обґрунтовано актуальнiсть дослiджень, сфор-
мульовано мету та задачi роботи й рiзнi методи їх розв’язання, викладено науко-
ву новизну та практичне значення результатiв, розглянуто зв’язок з науковими
програмами. Показано апробацiю одержаних результатiв та особистий внесок ди-
сертанта.

Перший роздiл представляє огляд наукової лiтератури з дослiдження аст-
рофiзичних об’єктiв рiзних типiв, якi мiстять тороїдальнi структури. У цьому
роздiлi розглянуто сучасну концепцiю унiфiкованої схеми активних ядер галак-
тик (АЯГ), спостережнi данi затiнюючих торiв для найближчих сейфертiвських
галактик в IЧ дiапазонi (VLTI/MIDI), в радiодiапазонi на рiзних iнтерферомет-
рах (VLA, VLBI, ALMA), iснуючi модельнi iнтерпретацiї спектрального розподiлу
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енергiї в IЧ дiапазонi для бiльшого числа АЯГ i вiдповiднi висновки про структуру
i динамiку в затiнюючих торах на пiдставi вiдомих спостережень. Представлено
огляд теоретичних моделей, в межах яких зробленi спроби пояснити геометрич-
ну товщину затiнюютчих торiв i особливостi динамiки. На пiдставi даної частини
огляду обґрунтовано актуальнiсть побудови динамiчної моделi газопилового тора
в АЯГ, в якiй треба враховувати гравiтацiйнi властивостi тора, клампiрованiсть
середовища, некеплерiвський рух, дисперсiю швидкостей хмар, умову затiнення
та iн. Розглянуто данi спостережень кiльцевих галактик i, зокрема, по об’єкту
Хога. Маса кiльця зореутворення в об’єктi Хога порiвнянна з масою центральної
галактики, звiдки можна зробити висновок про необхiднiсть врахування гравiта-
цiйного поля кiльця, яке може суттєво впливати на розподiл речовини. Дiйсно,
вiдзначено, що не тiльки на пiдставi розподiлу яскравостi по джерелу, але i на
пiдставi спостережного профiлю свiтностi видно iснування щiлини в розподiлi ре-
човини в об’єктi Хога (i в iнших кiльцевих галактиках), що вимагає пояснення.
Частина першого роздiлу присвячена також кiльцевим вихровим структурам, якi
можуть виникати в акрецiйному потоцi. Зокрема, внаслiдок осесиметричної течiї
може формуватися дипольний тороїдальний вихор, дослiдження динамiки яко-
го може представляти iнтерес для механiзму виникнення компонент викидiв в
активних ядрах галактик.

Другий роздiл присвячено дослiдженню динамiки кiльцевого (рис. 1 злiва)
та дипольного (рис. 2 злiва) тороїдального вихору у радiальному потоцi в 2D
випадку. В цьому випадку кiльцевий вихор описується парою точкових вихорiв.
Оскiльки ми розглядаємо рух вихорiв в потоцi, функцiю струму можна предста-
вити як суму регулярної компоненти 𝜓𝑟 = −𝑄𝜑, що описує потiк, i сингулярної
𝜓𝑠 компоненти, що описує точковi вихори

𝜓𝑠 =
1

2𝜋

∑︁
𝑚

Γ𝑚 ln |r− r𝑚|, (1)

де Γ𝑚 – iнтенсивнiсть 𝑚-го вихору, а r𝑚 – його радiус-вектор. Тут 𝑄 = const – по-
тужнiсть потоку i, в залежностi вiд знаку, ми розглядаємо збiжний або розбiжний
потiк. Рiвняння Кiрхгофа для руху вихорiв в цьому випадку приймають вид:

�̇�𝑚 = − 𝜕(𝜓𝑟 + 𝜓𝑚
𝑠 )

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑟𝑚

, �̇�𝑚 =
𝜕(𝜓𝑟 + 𝜓𝑚

𝑠 )

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑟𝑚

, (2)

де 𝜓𝑚
𝑠 – функцiя струму 𝜓𝑠 без вкладу 𝑚-го вихору. Як вiдомо [64], за вiдсутно-

стi потоку пара плоских вихорiв (Γ2 = −Γ1) рухається поступально зi швидкiстю
Γ/(4𝜋𝑦) в негативному напрямку осi 𝑥. В присутностi потоку з (2) слiдує, що для
розбiжного потоку вiдстань мiж вихорами збiльшується, а взаємодiя мiж ними
зменшується. Для збiжного потоку навпаки, потужнiсть стоку 𝑄 < 0, �̇� < 0 i
вiдстань мiж вихорами зменшується. Пiсля проходження повз стiк вiдстань мiж
центрами вихорiв зменшується в 2 exp(4𝜋2𝑃/Γ) разiв. Траєкторiя руху однiєї ком-
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Рис. 1. Злiва: пара вихорiв в збiжному потоцi. Справа: траєкторiя вихору (ком-
понента пари) в областi ”позаднього” руху. Обранi параметри вiдповiдають
𝑃 = −𝑄 = 1, Γ = 2𝜋 − 0.6.

поненти пари в збiжному потоцi показана на рис. 1 (правий). Видно, що в пев-
нiй частинi траєкторiї поблизу стоку при вiдповiдних параметрах вихори можуть
здiйснювати зворотний рух. При цьому, опинившись на досить близькiй вiдстанi
вiд стоку, пара набуває додаткової швидкостi завдяки зменшенню вiдстанi мiж
її компонентами й, пройшовши другу точку повороту, продовжує рух з бiльшою
швидкiстю в колишньому напрямi, який визначається знаком циркуляцiї. Цей ре-
зультат становить iнтерес, оскiльки показує, що пара вихорiв може набувати знач-
ну швидкiсть, прискорюючись стоком, при цьому кiнцева швидкiсть залежить вiд
вiдношення потужностi стоку до iнтенсивностi вихору. Ця задача може бути опи-
сана в межах гамiльтонового та лагранжевого формалiзму, що спрощує задачi
динамiки вихорiв, наприклад, для пошуку точок повороту зворотного руху пари,
i це детально дослiджено в дисертацiї.

З отриманого результату видно, що в збiжному потоцi вихорова пара, яка мо-
делює одиночний кiльцевої вихор, викидається стоком. Це, в свою чергу, призво-
дить до iдеї виникнення компонент викидiв за рахунок прискорення їх акрецiй-
ним потоком. Однак, в астрофiзичних об’єктах, враховуючи наявнiсть осесиметрiї,
вихори повиннi набувати дипольну структуру. Розглянемо динамiку дипольного
тороїдального вихору в 2D випадку, тобто замiнюючи його чотирма плоскими ви-
хорами (рис. 2 злiва). Рiвняння траєкторiї вихору, параметризоване енергiєю 𝐸,
має вигляд:

𝑟(𝜙) =
1

sin 2𝜙
exp

{︂
4𝜋

Γ
(𝐸 +𝑄𝜙)

}︂
. (3)

Iз (3) видно, що при кутi 𝜙, який прямує до нуля або 𝜋/2, 𝑟 прямує до нескiн-
ченностi. Це вiдповiдає приходу вихору в складi пари з нескiнченно вiддаленої
точки по 𝑥 i розсiювання його вже в складi iншої пари iз замiненим партнером
уздовж осi 𝑦. При цьому параметром вихору, який приходить з нескiнченностi,
є його циркуляцiя Γ та координата горизонтальної асимптоти (половина вiдстанi
мiж компонентами пари), якi визначають його ”початкову” швидкiсть. Вiдповiдно,



9

Рис. 2. Злiва: схема розташування чотирьох вихорiв в радiальному потоцi. Спра-
ва: траєкторiї 1-го i 3-го вихорiв в збiжному потоцi (𝑃 = −𝑄 > 0), де стрiлки
вказують напрямок руху. Для порiвняння наведенi траєкторiї цих же вихорiв за
вiдсутностi потоку (𝑃 = 0) – пунктирна крива [64].

для вихору, що рухається уздовж осi 𝑦 пiсля розсiювання обчислюваним парамет-
ром є положення асимптоти 𝑣∞, яка визначає швидкiсть пари на нескiнченностi.
У термiнах тонких торiв цей рух вiдповiдає спочатку стиску тора уздовж великої
осi в основному за рахунок впливу другого тора, що входить в дипольний ви-
хор, а пiсля точки повороту – руху в основному iзольованому вихровому кiльцю.
Друге кiльце рухається дзеркально симетрично. Величина вiдношення вiдстаней
мiж компонентами вихорiв на виходi та входi зменшується експоненцiально за
параметром, що визначається вiдношенням потужностi збiжного потоку до iнтен-
сивностi вихорiв 𝑉 ∞

𝑦 /𝑉 ∞
𝑥 = exp

(︀
2𝜋2𝑃/Γ

)︀
, де 2𝑦∞ – вiдстань мiж компонентами

вихрової пари на ”входi”, а 2𝑥∞ – на ”виходi” (рис. 2 справа). При цьому експонен-
цiально по тому ж параметру зростає швидкiсть вихрових пар, якi викидаються,
по вiдношенню до значення їх швидкостi на ”входi”. Руху пар в бiк центру на
початковому етапi еволюцiї вiдповiдає стиснення вихрових кiлець в результатi їх
взаємодiї. Рух нових пар в напрямку, ортогональному початковому руху, вiдповi-
дає власному руху стиснутих пiд час попередньої фази кiлець.

Розглянемо динамiку системи двох вихрових пар в потоцi вiд нерухомої точко-
вої особливостi за умови наявностi двох осей симетрiї (рис. 3 злiва). В дисертацiї
також розглянута динамiка в потоцi з особливiстю типу ”диполь + квадруполь”.
Лiнiї струму для течiї вiд особливостi вiдображенi на рис. 3 злiва, а гамiльтонiан
системи вихорiв має вигляд

𝐻 =
Γ

4𝜋
ln

𝑥𝑦√︀
𝑥2 + 𝑦2

+ 𝐶0 arcctg
𝑦

𝑥
− 𝐶2

2𝑥𝑦

(𝑥2 + 𝑦2)2
− ... . (4)

Рiвняння 𝐻 = 𝐸 = const визначає траєкторiї вихорiв. Причому, якщо рух необме-
жено, то вихровi пари приходять з нескiнченностi уздовж однiєї осi, обмiнюються
компонентами та йдуть вздовж iншої осi знову на нескiнченнiсть. Для асимп-
тотичних значень координат вихору, що рухається в першому квадрантi, отри-
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Рис. 3. Злiва: схема руху двох вихрових пар в потоцi ”стiк + квадруполь”. Спра-
ва: фазовий портрет в першому квадратi для чотирьох вихорiв в потоцi ”стiк +
квадруполь”. Жирна лiнiя – сепаратриса.

муємо спiввiдношення 𝑥∞ = 𝑦∞ exp(−2𝜋2𝐶0/Γ), що збiгається з результатом для
чисто радiального потоку. Таким чином, отримано важливий висновок про те,
що спiввiдношення y 𝑦∞/𝑥∞ граничних вiдстаней мiж елементами вихрових пар
на нескiнченностi визначається тiльки iнтенсивнiстю 𝐶0 джерела (стоку) та не
залежить вiд мультипольних складових нерухомої особливостi, розташованої на
початку координат. Оскiльки швидкiсть поступального руху пари вихорiв обер-
нено пропорцiйна вiдстанi мiж ними, то для вiдношення асимптотичних значень
швидкостi пар, якi приходять з нескiнченностi 𝑉− та йдуть на нескiнченнiсть 𝑉+
отримуємо значення

𝑉−/𝑉+ = exp(−2𝜋2𝐶0/Γ). (5)

Очевидно, що вiд джерела (𝐶0 > 0) вихровi пари йдуть з меншою швидкiстю, а
вiд стоку (𝐶0 < 0) – з бiльшою швидкiстю, нiж приходять (Γ < 0). Таким чином,
отриманi розв’язки пiдтверджують основний результат про прискорення викидiв
акрецiйним потоком для загального випадку симетричної течiї, що в свою чергу
може бути додатковим механiзмом формування компонент викидiв в астрофiзич-
них об’єктах. В дисертацiї наведенi попереднi оцiнки виконання умови прискорен-
ня вихорiв (5) для трьох типових випадкiв, в яких утворюються викиди: активних
ядер галактик, мiкроквазарiв i молодих зоряних об’єктiв.

У третьому роздiлi розглянута задача про динамiку дипольного тороїдаль-
ного вихору в радiальному потоцi у 3D випадку, як системи двох кiльцевих вихорiв
(рис. 4 злiва). Дослiдження асимптотик розв’язання показує, що iснують два типи
поведiнки: вiдхiд на нескiнченнiсть i захоплення стоком (рис. 4 справа). Розв’язки
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Рис. 4. Злiва: схема дипольного тороїдального вихору. Справа: лiнiї рiвня гамiль-
тонiана, вiдповiднi траєкторiї однiєї з компонент вихору, який рухається в збiж-
ному потоцi. Видно область захоплення вихорiв i сепаратрису, вiдповiдну критич-
ному значенню гамiльтонiана.

з вiдходом вихорiв на нескiнченнiсть iснують тiльки, якщо потужнiсть потоку не
перевищує критичного значення 𝑃𝑐𝑟 = 4𝜋𝐻. Найбiльша швидкiсть кiлець, якi ви-
кидаються, досягається при 𝑃 → 𝑃𝑐𝑟 − 0. При перевищеннi критичного значення
потужностi стоку вихор затягується потоком в стiк i колапсує. Це якiсно вiдрiзняє
осесиметричнi 3𝐷 розв’язання вiд розглянутих в попередньому роздiлi аналогiч-
них плоских 2𝐷 задач. Наведемо результати для динамiки одиночного кiльцевого
вихору для 3D випадку в збiжному потоцi потужностi 𝑃 . З рис. 5 видно, що про-
тягом усього часу руху радiус вихрового кiльця (𝑅) зменшується. Таким чином,
кiльце стискається збiжним потоком (𝑅− < 𝑅+), а його швидкiсть зростає:

𝑉−
𝑉+

≈ 𝑅+ ln(8𝑅
3/2
− /𝛽𝑒1/4)

𝑅− ln(8𝑅
3/2
+ /𝛽𝑒1/4)

, (6)

де константа 𝛽 визначається початковою умовою з припущення, що динамiка
вихору вiдбувається зi збереженням його об’єму при однорiднiй завихреностi
𝑅𝑎2(𝑅) = 𝛽2 = const, 𝑎(𝑅) – малий радiус кiльця; тут iндекси (+,−) вiдповiдають
початковим та кiнцевим значенням. З рiвнянь руху випливає, що на траєкторiях
можуть бути присутнiми точки повернення, в яких напрямок руху центра кiльця
змiнюється на прямо протилежний (рис. 5 справа). При цьому область зворот-
нього руху примикає до сепаратриси. За нею вихрове кiльце затягується в стiк i
колапсує. Цей ефект вiдсутнiй при 2𝐷 описi в площинi.

В наступном пiдроздiлi розглянут випадок, коли присутнiй не тiльки вихровий,
а й орбiтальний рух ”закручування”. В якiйсь мiрi це опосередковане врахування
гравiтацiйного поля з боку центрального джерела, хоча в даному випадку вважає-
мо, що орбiтальний рух вже присутнiй. Дослiджено, що урахування орбiтального
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Рис. 5. Злiва: траєкторiї 𝐻 = const одиночного кiльцевого вихору в акрецiйному
потоцi. При Γ < 0 вихор рухається справа налiво уздовж осi 𝑍. Сепаратриса
видiлена жирною кривою. Справа: траєкторiї руху точок повороту.

руху може призводити до ситуацiї з можливими зворотнiми рухами (ефект бу-
меранга). Одним з важливих питань, що стосуються подiбних систем (з двома
типами руху), є наявнiсть додаткового iнтеграла (свого роду перший iнтеграл
руху). Iснування додаткового iнтеграла говорить про стiйкiсть системи. Тополо-
гiчний iнтеграл iснує в системi вихорiв – так званий iнтеграл спiральностi (або
просто спiральнiсть) 𝑆 =

´
VrotV𝑑𝑉 . Як вiдомо, для двох зачеплених вихрових

контурiв (Γ i Γ1) спiральнiсть повинна дорiвнювати добутку циркуляцiй, помно-
женому на подвiйну кiлькiсть зачеплень 𝑆 = ±2ΓΓ1 [66]. При наявностi закрутки
iнтеграл спiральностi також iснує [66]. В дисертацiї показано на прикладi iсную-
чого гiдродинамiчного рiшення рiвняння Брегга-Хотторна, що для тороїдального
вихору з неоднорiдною закруткою i з максимумом азимутальної швидкостi, яка
досягається на круговiй твiрнiй вихорового кiльця, вираз для iнтеграла спiраль-
ностi вiдрiзняється вiд формули Моффата та має вигляд 𝑆 = −4

3ΓΓ1, де Γ i Γ1 –
циркуляцiя i закрутка, вiдповiдно.

Четвертий роздiл присвячений дослiдженню гравiтацiйного потенцiалу од-
норiдного кругового тора, що важливо для подальших задач динамiки систем з
тороїдальними структурами. При цьому використовувався метод складання тора
з набору нескiнченно тонких кiлець, якi паралельнi екваторiальнiй площинi си-
метрiї тора (рис. 6). Такий пiдхiд є цiлком зрозумiлим, оскiльки нескiнченно тонке
кiльце є граничним випадком, коли малий радiус тора прагне до нуля (𝑅0 → 0).
Отриманий новий вираз для гравiтацiйного потенцiалу однорiдного кругового то-
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Рис. 6. Злiва: 3D-схема тора. Справа: схематичний перетин тора, представлений
у виглядi набору складових нескiнченно тонких кiлець.

ра в цилiндричних координатах в довiльнiй точцi має вигляд

𝜙𝑡𝑜𝑟𝑢𝑠(𝜌, 𝜁) =
𝐺𝑀

𝜋2𝑅𝑟20

ˆ 𝑟0

−𝑟0

ˆ √
𝑟20−𝜂′2

−
√

𝑟20−𝜂′2
𝜑𝑟(𝜌, 𝜁; 𝜂

′, 𝜁 ′)𝑑𝜂′𝑑𝜁 ′, (7)

𝜑𝑟(𝜌, 𝜁; 𝜂
′, 𝜁 ′) =

√︃
(1 + 𝜂′)𝑚𝑟

𝜌
×𝐾(𝑚𝑟), 𝑚𝑟 =

4𝜌 (1 + 𝜂′)

(1 + 𝜂′ + 𝜌)2 + (𝜁 − 𝜁 ′)2
, (8)

𝑟0 = 𝑅0/𝑅 – малий радiус тора в одиницях великого радiуса (геометричний па-
раметр), 𝜌 = 𝑟/𝑅, 𝜁 = 𝑧/𝑅 – безрозмiрнi цилiндричнi координати, 𝜂′ = 𝑥′/𝑅 та
𝐾(𝑚) =

´ 𝜋/2
0 𝑑𝛽/

√︀
1−𝑚 sin2 𝛽 – повний елiптичний iнтеграл 1-го роду з даним

параметром 𝑚. З рис. 7 (злiва) видно, що зовнiшнiй потенцiал тора 𝜙𝑜𝑢𝑡𝑒𝑟
𝑡𝑜𝑟𝑢𝑠 на-

ближено можна представити потенцiалом нескiнченно тонкого кiльця (масивної
окружностi 𝜙𝑚𝑐) тiєї ж маси аж до поверхнi тора. Значення потенцiалу тора вiдрiз-
няється вiд потенцiалу кiльця на величину, що залежить вiд 𝑟0 та проявляється
значнiше для товстого тора (𝑟0 > 0.5). Як вiдомо, зовнiшнiй потенцiал кулi точ-
но дорiвнює потенцiалу матерiальної точки. Невелика вiдмiннiсть потенцiалу тора
вiд потенцiалу нескiнченно тонкого кiльця може бути пов’язана з тим фактом, що
гауссова кривизна поверхнi тора не є постiйною величиною. Iнтегральний вираз
для потенцiалу тора (7) не виражається в елементарних функцiях, тому представ-
ляє iнтерес виразити потенцiал тора через потенцiал нескiнченно тонкого кiльця
та отримати залежнiсть вiд 𝑟0 аналiтично. Зовнiшня область тора означає область
поза його об’ємом, тобто координати точки, в якiй шукається потенцiал, задоволь-
няють умовi (𝜌− 1)2 + 𝜁2 ≥ 𝑟20. У цiй областi пiдiнтегральний вираз 𝜑𝑟(𝜌, 𝜁; 𝜂′, 𝜁 ′)
в (7) не має сингулярностей для всiх значень 𝜂′, 𝜁 ′ i його можна розкласти в
ряд в околицi точки 𝜂′ = 𝜁 ′ = 0. Використання такого розкладання пов’язано з
тим, щоб видiлити потенцiал кiльця, що проходить через центр перетину тора, у
виглядi множника. Обмежуючись квадратичними членами розкладання та вра-
ховуючи наближений потенцiал складеного кiльця, пiсля iнтегрування за об’ємом
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Рис. 7. Злiва: залежнiсть потенцiалу вiд радiальної координати при 𝜁 = 0 для
тора з 𝑟0 = 0.05, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4. Потенцiал нескiнченно тонкого кiльця, рiвний
масi тора, показаний пунктирною лiнiєю. Справа: залежнiсть потенцiалу тора з
𝑟0 = 0.5 вiд 𝜌 для 𝜁 = 0 (верхнi кривi) i 𝜁 = 0.5 (нижнi кривi). Суцiльнi лiнiї
вiдповiдають потенцiалу, отриманому шляхом чисельного iнтегрування по точнiй
формулi (7), 𝑆-наближення потенцiалу (9) показано пунктирною лiнiєю. Межi
перетину тора показанi вертикальними лiнiями.

отримуємо вираз для зовнiшнього потенцiалу тора:

𝜙𝑜𝑢𝑡𝑒𝑟
𝑡𝑜𝑟𝑢𝑠(𝜌, 𝜁; 𝑟0) ≈

𝐺𝑀

𝜋𝑅
𝜑𝑚𝑐(𝜌, 𝜁)×

(︂
1− 𝑟20

16
+
𝑟20
16

· 𝑆(𝜌, 𝜁)
)︂
, (9)

де 𝜑𝑚𝑐(𝜌, 𝜁) =
√︀
𝑚/𝜌𝐾(𝑚) – безрозмiрний потенцiал нескiнченно тонкого кiльця,

розташованого в центрi перетину тора, а функцiя

𝑆(𝜌, 𝜁) =
𝜌2 + 𝜁2 − 1

(𝜌+ 1)2 + 𝜁2
𝐸(𝑚)

𝐾(𝑚)
, (10)

𝐸(𝑚) =
´ 𝜋/2
0 𝑑𝛽

√︀
1−𝑚 sin2 𝛽 – повний елiптичний iнтеграл другого роду,

𝑚 = 4𝜌/((𝜌+ 1)2 + 𝜁2). При 𝜌 → 0 множник 𝑆 → (𝜁2 − 1)/(𝜁2 + 1) i вираз для
потенцiалу тора в цьому випадку:

𝜙𝑜𝑢𝑡𝑒𝑟
𝑡𝑜𝑟𝑢𝑠(𝜌, 𝜁; 𝑟0) ≈

𝐺𝑀

𝜋𝑅
𝜑𝑚𝑐(𝜌, 𝜁)×

(︂
1− 𝑟20

16
+
𝑟20
16

𝜁2 − 1

𝜁2 + 1

)︂
. (11)

Наближений вираз (9) (𝑆-наближення) представляє зовнiшнiй потенцiал тора з
досить високою точнiстю. На рис. 7 справа показанi кривi потенцiалу тора, от-
риманi шляхом чисельного iнтегрування (7) в порiвняннi з 𝑆-наближенням (9).
Видно, що 𝑆-наближення для зовнiшнього потенцiалу описує потенцiал тора з
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хорошою точнiстю аж до поверхнi тора (верхнi кривi): вiдхилення вiд точного
потенцiалу не перевищують 0.2% для 𝑟0 = 0.5, i вiдмiнностi залишаються малими
навiть для дуже товстого тора, не перевищуя 1.5% для 𝑟0 = 0.9. При 𝜁 = 𝑟0 всi
точки зовнiшнi i кривi для точного потенцiалу i для 𝑆-наближення вiзуально збiга-
ються (вiдхилення менше 0.1%). Слiд зауважити, що асимптотики 𝑆-наближення
(11) для зовнiшнього потенцiалу також досить добре описують потенцiал тора
(точковi кривi на рис. 7 справа). Таким чином, зовнiшнiй потенцiал тора може
бути представлений з високою точнiстю потенцiалом нескiнченно тонкого кiль-
ця тiєї ж маси. Залежнiсть вiд геометричного параметра 𝑟0 з’являється тiльки в
”дiрцi” тора, що може бути враховано ”змiщеним” потенцiалом нескiнченно тон-
кого кiльця (11). Це наближення справедливо аж до поверхнi тора. Зауважимо,
що скiльки максимум потенцiалу змiщений по вiдношенню до центру перетину,
гравiтуючий тор повинен стискатися уздовж великого радiуса. Для протидiї цьо-
му стисненню необхiднi вiдцентровi сили, якi врiвноважують гравiтацiйнi i, отже,
iстотна роль орбiтального руху та центральної маси. Можна стверджувати, що
стабiльнi кiльцевi (тороїдальнi) структури можуть iснувати тiльки при наявностi
центральної маси, що пiдтверджують чисельнi моделювання задачi 𝑁 тiл.

Оскiльки тор є двозв’язним об’єктом, 𝑟0 = 𝑅0/𝑅 → 0 вiдповiдає двом гра-
ничним переходам: до нескiнченно тонкого кiльця (𝑅 фiксований, в той час як
𝑅0 → 0) i граничний перехiд до цилiндра, коли 𝑅0 фiксований i 𝑅 → ∞. Пер-
ший випадок було розглянуто вище для зовнiшнього потенцiалу. Для дослiдження
внутрiшнього потенцiалу тора цiкавий граничний перехiд до потенцiалу цилiнд-
ра. Щоб реалiзувати цей граничний перехiд, внутрiшнiй потенцiал тора знаходи-
мо у виглядi розкладання в степеневий ряд до квадратичних членiв. Такий пiдхiд
обраний для того, щоб видiлити квадратичний доданок, пов’язаний з потенцiалом
цилiндра, оскiльки 𝜙𝑐𝑦𝑙 ∝ 𝑟2. Для цього було розглянуто потенцiал центрального
кiльця в околицi 𝜂 = 𝜌 − 1 → 0, 𝜁 → 0, що вiдповiдає 𝑚 → 1. В цьому ви-
падку елiптичнi iнтеграли можуть бути розкладенi в ряд за малим параметром
𝑚1 = 1−𝑚 i, обмежуючись першими членами розкладання та пiсля iнтегрування,
вираз для внутрiшнього потенцiалу тора:

𝜙𝑖𝑛𝑛𝑒𝑟
𝑡𝑜𝑟𝑢𝑠 (𝜂, 𝜁; 𝑟0) ≈

𝐺𝑀

2𝜋𝑅

[︃
𝑐+ 𝑎1

𝜂

𝑟0
+ 𝑎2

(︂
𝜂

𝑟0

)︂2

+ 𝑏2

(︂
𝜁

𝑟0

)︂2
]︃
, (12)

𝑎1 = 8𝑘(1 + ln 𝑘), 𝑎2 = −1 − 4𝑘2(11 + 10 ln 𝑘), 𝑏2 = −1 + 4𝑘2(3 + 2 ln 𝑘),
𝑐 = 1 + 2𝑘2 − 2 ln 𝑘 + 8𝑘2 ln 𝑘, 𝑘 ≡ 𝑟0/8. З виразу (12) видно, що максимальне
значення потенцiалу досягається в точцi 𝜂𝑚𝑎𝑥 = −(𝑎1𝑟0)/(2𝑎2), 𝜁 = 0, а еквiпотен-
цiальними лiнiями є елiпси з центром, змiщеним на величину 𝜂𝑚𝑎𝑥 вiдносно центра
перетину тора зi вiдношенням великих пiвосей

√︀
𝑏2/𝑎2. Зауважимо, що положен-

ня максимуму потенцiалу (𝜂 = 𝜂𝑚𝑎𝑥, 𝜁 = 0) вiдповiдає точцi, де результуюча
всiх сил, що дiють на частинку, дорiвнює нулю. В даному наближеннi компонен-
ти сили всерединi об’єму тора залежать вiд координат лiнiйно, що дуже спрощує
задачу про динамiку частинки у внутрiшньому потенцi. При граничному пере-
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ходi 𝑟0 → 0, який вiдповiдає нескiнченному цилiндру, коефiцiєнти 𝑐 → 1− 2 ln 𝑘,
𝑎1 → 0, 𝑎2, 𝑏2 → −1, a вираз (12) набуває такого вигляду:

𝜙𝑖𝑛𝑛𝑒𝑟
𝑡𝑜𝑟𝑢𝑠 (𝜂, 𝜁; 𝑟0 → 0) ≈ 𝐺𝑀

2𝜋𝑅

[︃
1− 2 ln

𝑟0
8
−

(︂
𝑟

𝑟0

)︂2
]︃
, (13)

що дiйсно вiдповiдає потенцiалу цилiндра з довжиною 𝐻 = 𝜋𝑅. Стає зрозумi-
лим з аналiзу внутрiшнього потенцiалу для двох граничних випадкiв (𝑅0 → 0 и
𝑅 → ∞), що першi доданки в коефiцiєнтах 𝑎2, 𝑏2 степеневого ряду (12) вiдобра-
жають властивостi внутрiшнього потенцiалу цилiндра. Якщо видiлити потенцiал
цилiндра, внутрiшнiй потенцiал тора (12) може бути записаний як:

𝜙𝑖𝑛𝑛𝑒𝑟
𝑡𝑜𝑟𝑢𝑠 (𝜂, 𝜁) = 𝜙𝑐𝑦𝑙(𝑟) + 𝜙𝑐𝑢𝑟𝑣(𝜂, 𝜁). (14)

Другий доданок 𝜙𝑐𝑢𝑟𝑣(𝜂, 𝜁) в (14), який було названо ”потенцiалом кривизни”, мi-
стить в собi властивостi кривизни поверхнi тора. Дiйсно, в граничному випадку
переходу до потенцiалу цилiндра (𝑟0 → 0) i 𝜙𝑐𝑢𝑟𝑣 → 0. Отже, внутрiшнiй потен-
цiал тора може бути представлений як сума потенцiалу цилiндра i доданка, який
мiстить в собi гауссову кривизну поверхнi тора.

Також в дисертацiї отримано наближений вираз для потенцiалу тора у всiй
областi шляхом зшивання внутрiшнього та зовнiшнього (𝑆-наближення) потен-
цiалу на границi з чисельними коефiцiєнтами, якi знайденi шляхом мiнiмiзацiї
функцiонала рiзниць потенцiалiв i їх похiдних на поверхнi тора, що є чисельною
реалiзацiєю проблеми Дiрiхле. Цей вираз значно простiше iнтегрального та, крiм
того, дає можливiсть отримати аналiтичний розв’язок для динамiки в системах з
тороїдальними (кiльцевими) структурами.

В п’ятому роздiлi дослiджено рух пробної частинки в зовнiшньому гравiта-
цiйному полi тора при наявностi центральної маси. При цьому потенцiал тора
було замiнено потенцiалом нескiнченно тонкого кiльця, спираючись на попереднi
результати. Гравiтацiйнi сили з боку центральної маси та кiльця дiють в проти-
лежних напрямках таким чином, що рiвновага досягається на деякiй вiдстанi в
площинi симетрiї. За аналогiєю з точкою Лагранжа 𝐿1 в задачi трьох тiл, ми буде-
мо називати ”окружнiстю Лагранжа” геометричне мiсце точок, де реалiзовується
баланс мiж силами з боку центральної маси та тором. Очевидно, що окружнiсть
Лагранжа це область нестiйкої рiвноваги. Використовуючи знайдений в дисерта-
цiї наближений вираз для потенцiалу кiльця, рiвняння для радiуса окружностi
Лагранжа 𝜌𝐿 можна звести до алгебраїчного виду (𝑞 =𝑀0/𝑀𝑚𝑐):

𝜌3𝐿 − 𝑞𝜋(1− 𝜌𝐿) = 0. (15)

Рiвняння (15) – наближене, але воно дозволяє отримати аналiтичний розв’язок
для радiуса окружностi Лагранжа

𝜌𝐿 =
𝜋1/3(21/3𝑠2 − 2𝑞(3𝜋)1/3)

62/3𝑠
, 𝑠 = (9𝑞 +

√
3𝑞
√︀
27 + 4𝜋𝑞)1/3. (16)
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Точне рiвняння в елiптичних iнтегралах для радiуса окружностi Лагранжа при-
ведено в дисертацiї. Для дослiдження динамiки в данiй системi, запишемо ефек-
тивний потенцiал:

𝑈eff = 𝑈0 + 𝑈𝑚𝑐 +
𝐼2

2𝑅2𝜌2
, (17)

де 𝑈0 = −𝐺𝑀0/(𝑅𝜌) i 𝑈𝑚𝑐 = −𝜙𝑚𝑐 – потенцiйнi енергiї центральної маси (𝑀0) i
масивного кола (нескiнченно тонке кiльце) (𝑀𝑚𝑐) i 𝐼 – кутовий момент частинки в
одиницю маси. З рис. 8 злiва видно, що для малих значень кутового моменту, 𝑈eff
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Рис. 8. Злiва: радiальна залежнiсть ефективного потенцiалу для рiзних значень
𝐼 при 𝑀0 = 𝑀𝑚𝑐. Екстремуми 𝑈eff показанi чорними точками; товста крива вiд-
повiдає 𝐼 = 𝐼𝑜𝑠𝑐𝑜. Справа: залежнiсть радiусу OSCO i окружностi Лагранжа вiд
спiввiдношення мас ядра та масивного кiльца. Сiра область позначає область, де
стiйкi орбiти не iснують.

має два екстремуми: мiнiмум, який вiдповiдає стiйкiй круговiй орбiтi, i максимум,
вiдповiдний нестiйкiй круговiй орбiтi. При збiльшеннi значення моменту мiнiмум
змiщується в область великих 𝜌, а максимум – в область менших значень 𝜌. При
деякому граничному значеннi кутового моменту, мiнiмум i максимум зливають-
ся в одну точку. Ця точка вiдповiдає максимально можливому радiусу стiйкої
кругової орбiти. Загалом, така поведiнка 𝑈eff подiбна до релятiвiстського випадку
(див., наприклад, рис. 2 в [67]), де така орбiта називається останньою внутрiш-
ньою стiйкою круговою орбiтою (the innermost stable circular orbit ISCO), тому
що стабiльнi круговi орбiти iснують поза ISCO. У разi потенцiалу, розглянуто-
го тут, ситуацiя аналогiчна релятивiстському випадку. При цьому розташування
стiйких i нестiйких кругових орбiт протилежне: стiйкi круговi орбiти розташо-
ванi всерединi останньої стiйкої кругової орбiти. За аналогiєю з релятивiстським
випадком ми будемо називати цю орбiту ”останньою зовнiшньою стiйкою круго-
вою орбiтою” (”the outermost stable circular orbit” (OSCO)). Рiвняння для радiуса
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OSCO (𝜌𝑜𝑠𝑐𝑜) отримаємо з умови iснування екстремумiв ефективного потенцiалу
та з урахуванням наближеного виразу для кiльця:

3𝜌4𝑜𝑠𝑐𝑜 − 4𝜌3𝑜𝑠𝑐𝑜 + 𝜋𝑞(1− 𝜌𝑜𝑠𝑐𝑜)
2 = 0. (18)

Це рiвняння має два дiйсних коренi, один з яких задовольняє умовi 𝜌 < 1. На
рис. 9 показаний приклад ефективного потенцiалу та орбiти поблизу OSCO. При
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Рис. 9. Ефективний потенцiал (злiва) i орбiта пробної частинки (справа) в еква-
торiальнiй площинi кiльця для𝑀0 =𝑀𝑚𝑐. Початковi умови: 𝐼 = 0.702, 𝜌0 = 0.593,
𝜌0 = 0.623. Початкове положення пробної частинки на орбiтi вiдзначено хрести-
ком. Суцiльна червона, пунктирна червона i пунктирна синя лiнiї представляють
масивне коло (MC), коло Лагранжа (LC) i останню кругову стiйку орбiту (OSCO),
вiдповiдно.

𝐼 → 𝐼𝑜𝑠𝑐𝑜 екстремум 𝑈eff замивається (рис. 9 злiва) i радiус стiйкої кругової орбiти
прагне до 𝜌𝑜𝑠𝑐𝑜, але при цих умовах орбiта замкнена. При 𝜌→ 𝜌𝑜𝑠𝑐𝑜 + 0 iснування
замкнених орбiт неможливо i орбiта прецесує поблизу 𝜌𝑜𝑠𝑐𝑜 (рис. 9 справа). При
𝜌 > 𝜌𝐿 частинка йде на кiльце. Область 𝜌𝑜𝑠𝑐𝑜 < 𝜌 < 𝜌𝐿, в якiй неможливе iс-
нування стiйких кругових орбiт, є результатом конкуренцiї мiж гравiтацiйними
силами з боку центральної маси та кiльця, що дiють у протилежних напрямках.
Сталий круговий рух може iснувати тiльки в межах границi OSCO. Ця область
може представляти iнтерес для розумiння спостережних властивостей кiльцевих
галактик, в яких маса ядра порiвнянна з масою кiльця. Як приклад, ми може-
мо оцiнити ширину областi нестiйких кругових орбiт для об’єкта Хога. В цьому
об’єктi навколо центральної елiптичної галактики спостерiгається кiльце, в яко-
му вiдбуваються активнi процеси зореутворення. Вiдповiдно даним спостережень
[68], вiдношення маси центральної галактики до маси кiльця 𝑞 = 𝑀0/𝑀𝑟𝑖𝑛𝑔 ≈ 3 i
великий радiус кiльця 𝑅 ≈ 17′′. Враховуючи отриманi вирази, знаходимо ширину
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Рис. 10. Схема кiльцевої галактики типу об’єкта Хога з щiлиною в розподiлi речо-
вини мiж останньою стiйкою круговою орбiтою (OSCO) i окружнiстю Лагранжа.

областi нестiйких орбiт в лiнiйному масштабi △𝜌 ≈ 2.8 кпк. На рис. 10 показана
схема кiльцевої галактики для випадку об’єкта Хога зi збереженням вiдповiдних
пропорцiй мiж головними масштабами. Ширина областi нестiйких кругових ор-
бiт вiдповiдає спостережуваному мiнiмуму в усередненому профiлi свiтностi для
об’єкта Хога.

z

r

Рис. 11. Злiва: приклад замкнутої траєкторiї (fish-orbit) пробної частинки в ме-
ридiональнiй площинi масивної окружностi для 𝑀0 = 𝑀𝑚𝑐 i початкових умов:
𝜁0 = 0, 𝑉𝜌(0) = 0, 𝜌0 = 1.21, 𝑉𝜁(0) = 0.392. Центральна маса розташована в точцi
(0,0) i координати масивної окружностi (±1, 0). Справа: перетин Пуанкаре для
початкових умов: 𝑀0 =𝑀𝑚𝑐, 𝜁0 = 0, 𝑉𝜁(0) = 0.392, 𝜌0 = 1.1− 𝑖 · 0.012, 𝑖 = 0, .., 5,
𝐸𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = −2.12.

У цьому роздiлi також дослiджено рух пробної частинки в меридiональнiй
площинi. Знайдено новi типи замкнутих орбiт, якi можуть свiдчити про iснування
додаткового першого iнтеграла, а також дослiджено виникнення хаосу з викори-
станням вiдображення Пуанкаре (рис. 11).
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В шостому роздiлi розв’язана задача про рiвноважну форму самогравiту-
ючого тора в полi центральної маси в межах задачi 𝑁 тiл. В якостi початкових
умов використовувався тор Кеплера, який складається з частинок, що рухаються
по незбуреним кеплерiвським орбiтам (рис. 12). Запропонований в дисертацiї тор
Кеплера є узагальненням кеплерiвського диска та корисний для дослiдження ево-
люцiї самогравiтуючого тора. Задача 𝑁 тiл зводиться до чисельного iнтегрування

Рис. 12. Злiва: 3D розподiл частинок в торi Кеплера з 𝑟0 = 0.5. Справа: траєкторiї
частинок з ексцентриситетами 𝑒𝑘 = 0.1𝑘 (𝑘 = 1...7) в супутнiй системi координат,
що вiдповiдає перетину тора Кеплера для рiзних 𝑟0.

рiвнянь руху з урахуванням центральної маси:

a𝑖 = −𝐺𝑀𝑐

𝑅2

ri
𝑟3𝑖

+
Fi

𝑚𝑖
(19)

де ai – прискорення 𝑖-ої частинки. Сумарна гравiтацiйна сила, що дiє на 𝑖-ту
частинку

F𝑖 = −𝐺𝑚𝑖

𝑅2

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑚𝑗
ri − rj

(|r𝑖 − r𝑗|2 + 𝜀2)3/2
, (20)

де 𝜀 – пом’якшувальний параметр (softening parameter), що дає можливiсть уник-
нути нескiнченного зростання сили при зiткненнi частинок. З iншого боку, вве-
дення цього параметра означає, що ми моделюємо не точковi частинки, а мега-
частинки сферичної форми, з безрозмiрним радiусом 𝜀, в якому розподiл густини
пiдкоряється закону Пламмера. Такi об’єкти в першому наближеннi можуть опи-
сувати газовi хмари, як раз те, що i необхiдно нам для дослiдження газопилових
торiв в АЯГ. Для чисельного розв’язку рiвнянь (19) ми використовуємо алго-
ритм паралельних обчислень за допомогою технологiї CUDA, яка дає можливiсть
значно прискорити чисельнi обчислення за рахунок використання графiчних про-
цесорiв (GPUs). Результати моделювання показують, що початково органiзований
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Рис. 13. Змiна розмiрiв перетину самогравiтуючого тора з 𝑁 = 8192 частинок
вiд початкового стану (тор Кеплера) для параметрiв: 𝑀𝑡𝑜𝑟𝑢𝑠/𝑀𝑐 = 0.02, 𝑟0 = 0.3
(злiва); 𝑀𝑡𝑜𝑟𝑢𝑠/𝑀𝑐 = 0.109, 𝑟0 = 0.7 (cправа).

розподiл частинок в торi Кеплера (рис.12 лiвий) за рахунок самогравiтацiї прихо-
дить до тороїдального розподiлу. (Результати у виглядi анiмацiї представленi на
веб-сторiнцi http://astrodata.univer.kharkov.ua/agn/torus/ .) Щоб проаналiзувати
цей результат, ми проводимо дослiдження поведiнки основних характеристик си-
стеми. З рис. 13 видно, що розмiри перетину змiнюються iстотно на початковому
етапi, що пов’язано з iстотною змiною форми перетину тора. Надалi амплiтуда
флуктуацiй зменшується i зникає пiсля 𝑡 = 300. При цьому видно вiдмiннiсть вiд
випадку бiльш тонкого тора, тому що для товстого тора поперечний i поздовжнiй
розмiри перетину мiняються мiсцями. Таку поведiнку можна пояснити наступним
чином. У разi товстого тора перiоди коробчатих орбiт, якi виникають у внутрiш-
ньому згладженому потенцiалi (див. нижче), на початковiй стадiї вiдрiзняються
дуже сильно, що призводить до швидкої розсинхронiзацiї орбiт в перетинi тора.
При цьому на еволюцiї перетину тора видно сильне ”розгойдування”, яке при-
зводить до того, що форма перетину змiнюється на протилежну в порiвняннi з
початковим станом. Перетин самогравiтуючого тора повiльно розповзається (вер-
тикальний розмiр зростає повiльнiше нiж горизонтальний). У рiвноважному станi
напрямки руху частинок в перетинi тора рандомiзованi. Зауважимо, що рiвноваж-
ним станом ми визначаємо стан, при якому форма перетину суттєво не змiнюєть-
ся. Якщо центральна маса вiдповiдає значенню типової надмасивної чорної дiри
в центрi активного ядра галактики, наприклад для Sy, 𝑀𝑐 = 107𝑀⊙, тодi один
орбiтальний перiод (𝑡 = 1) для тора з великим радiусом 𝑅 = 2 пк вiдповiдає
приблизно часовому iнтервалу 80 000 рокiв.

Використовуючи загальнi мiркування зоряної динамiки, ми можемо оцiнити
поведiнку системи для рiзного значення кiлькостi частинок 𝑁 i маси тора, що дає
вираз:

(△𝑉 )2 ∼𝑀 2
𝑡𝑜𝑟𝑢𝑠

△𝑡
𝑁
. (21)
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Хоча вираз (21) було отримано для однозв’язної системи, вiн також може бути
застосований до тороїдального розподiлу частинок, що пiдтверджується резуль-
татами моделювання. За результатами проведеного моделювання було виявлено,
що в рiвноважному станi перетин тора має форму овалу з гауссовимим розподi-
лом густини частинок. При цьому стабiльнiсть тора досягається за рахунок того
факту, що хмари рухаються в ньому по нахиленим орбiтам. На рис. 14 показа-
но усереднений розподiл густини в перерiзi рiвноважного тора, що складається
з 𝑁 = 8 192, для чотирьох рiзних початкових умов (через 1000 орбiтальних пе-
рiодiв). Параметри (𝑀𝑡𝑜𝑟𝑢𝑠 i 𝑟0) були обранi таким чином, щоб в початковому
станi всi чотири випадки вiдповiдали, приблизно, торам з однаковими значен-
нями початкової об’ємної густини: 𝜅𝑡𝑜𝑟𝑢𝑠 = const. Цю умову накладено для того,

Рис. 14. Усереднений розподiл густини частинок в рiвноважному перетинi тора,
що складається з 𝑁 = 8192 для рiзних значень маси i геометричного парамет-
ра: a) 𝑟0 = 0.3, 𝑀𝑡𝑜𝑟𝑢𝑠 = 0.02𝑀𝑐, b) 𝑟0 = 0.5, 𝑀𝑡𝑜𝑟𝑢𝑠 = 0.056𝑀𝑐 c) 𝑟0 = 0.6,
𝑀𝑡𝑜𝑟𝑢𝑠 = 0.08𝑀𝑐, d) 𝑟0 = 0.7, 𝑀𝑡𝑜𝑟𝑢𝑠 = 0.109𝑀𝑐. Розподiл густини представлено
в безрозмiрних цилiндричних координатах (𝜂; 𝜁), центральна маса знаходиться в
точцi з координатами (−1, 0).

щоб уникнути впливу рiзної об’ємної густини на форму перетину тора, яку можна
дослiдити окремо.

Таким чином, слiд вiдзначити наступнi висновки.
1. Гравiтуючий тор з масою . 0.1𝑀𝑐 стабiльний на часових масштабах, порiв-
нянних з часом iснування астрофiзичних об’єктiв.
2. У загальному випадку рiвноважний перетин тора має форму овалу, а напрями
векторiв швидкостi частинок в перерiзi рандомiзованi.
3. Розподiл густини частинок в перетинi тора пiдпорядковується гауссовому роз-
подiлу з максимумом, близьким до центра перетину тора.

У цьому роздiлi також була дослiджена динамiка частинки у внутрiшньому по-
тенцiалi кругового тора з однорiдним розподiлом густини. Для того, щоб знайти
умову, при якiй орбiта завжди буде всерединi об’єму тора, скористаємося пред-
ставленням потенцiалу через суму потенцiала цилiндра i ”потенцiала кривизни”
(14), який ми ввели в роздiлi 4. Для цього випадку ефективний потенцiал системи:
𝜙eff = 𝜙𝑐𝑦𝑙 + 𝜙𝑐𝑢𝑟𝑣 + 𝜙𝑐 − 𝐼2/2(𝜂 + 1)2, при 𝑅 = 1. У цьому виразi присутнi потен-
цiал центральної маси i потенцiал цилiндра, в яких, як уже згадувалося вище, всi
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фiнiтнi орбiти замкнутi. Отже, умова:

𝜙𝑐𝑢𝑟𝑣 −
𝐼2

2(𝜂 + 1)2
= 0 (22)

дозволяє знайти момент частинки, для якої орбiти будуть iснувати всерединi
об’єму тора та, можливо, знайти замкнутi орбiти. Це означає, що вiдхилення
потенцiалу тора вiд потенцiалу цилiндра можна компенсувати за рахунок вiд-
центрових сил при орбiтальному русi. Такий розгляд дозволив знайти два типи
орбiт. Для коробчатих орбiт (box-orbits) знайдено аналiтичне рiшення i показано,
що координати частинки еволюцiонують подiбно до двох змiщених гармонiйних
осциляторiв з епiциклiчною 𝜔𝐴 та вертикальною 𝜔𝐵 частотами, якi залежать вiд
вiдношення 𝑀𝑡𝑜𝑟𝑢𝑠/𝑀𝑐 та малого радiусу тора. В цьому випадку орбiта незамкну-
та, а її траєкторiя в супутнiй системi координат заповнює прямокутну область.
Такi орбiти виявляють себе при еволюцiї тора за рахунок самогравiтацiї у виглядi
хвиль в змiнi радiуса тора (рис. 13 злiва). Також iснують квазiзамкненi орбiти, ти-
пу гало-орбiт, якi можуть розглядатися як аналоги гало-орбiт Фаркуара в задачi
трьох тiл.

Сьомий роздiл присвячено дослiдженню фiзичних властивостей газопилово-
го тора в АЯГ в межах запропонованої моделi. В ньому дослiджено вплив рiзних
початкових умов на еволюцiю самогравiтуючого тора в межах задачи𝑁 тiл, таких
як елiптичний i круговий тор Кеплера, а також випадковий розподiл за елемен-
тами орбiт та анiзотропiєю у двох протилежних напрямках. Остання початкова
умова вiдповiдає бiльш реалiстичному випадку: розподiлу хмар при урахуваннi
вiтру в АЯГ. Результати моделювання показали, що для стабiльностi товстого то-
ра необхiдно, щоб в початковому станi елементи орбiт хмар мали розкид не тiльки
за нахилами, а й за ексцентриситетами. Початковий випадковий розкид за всiма
елементами орбiт при наявностi анiзотропiї (уздовж осi симетрiї) призводить в
результатi самогравiтацiї до формування бiльш товстої тороїдальної структури
(рис. 15 справа). Подiбнi початковi умови можуть бути наслiдком еволюцiйних
процесiв в активних галактиках. Початок стадiї активностi в АЯГ призводить до
анiзотропiї в розподiлi хмар за рахунок наявностi вiтру, формування якого мо-
же бути пов’язано з тиском випромiнювання вiд акрецiйного диску. При цьому
вiтер являє собою конусоподiбнi областi в двох протилежних напрямках (рис. 15
справа), в яких хмари набувають додаткового iмпульсу проти сил гравiтацiї, що
може призводити до викиду хмар на великi вiдстанi. За рахунок впливу випро-
мiнювання, ця область звiльняється вiд пилу. При цьому хмари, що знаходяться
поза вiтрових конусiв, слабо схильнi до впливу вiтру. Продовжуючи рухатися
по нахиленим i ексцентричним орбiтам, пиловi хмари в цiй областi за рахунок
гравiтацiйної взаємодiї мiж собою формують в результатi тороїдальний розподiл,
який i грає роль затiнюючої структури в активних ядрах галактик.

У припущеннi, що хмари нагрiваються випромiнюванням акрецiйного диска
(в межах моделi Шакури-Сюняєва), отримана залежнiсть температури хмар вiд
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Рис. 15. Злiва: залежнiсть числа хмар вздовж променю зору вiд кута 𝜃, який вiд-
раховується вiд екваторiальної площинi. Рiзнi кривi вiдповiдають торам з рiзними
рiвноважними перетинами, отриманими з рiзних початкових умов, якi вiдповiда-
ють рис. 14 (b,c,d), але з повним числом хмар в торi 𝑁 = 105. Справа: розподiл
хмар в торi, отриманий чисельним моделюванням. Кольором позначено напрямок
орбiтального руху; вiтер схематично показаний конусами.

радiальної координати, в якiй параметром є тiльки темп акрецiї:

𝑇𝑐𝑙 ≈ 660𝐾 · �̇� 1/4

(︂
𝑅𝑐

1пк

)︂−1/2

, (23)

де 𝑅𝑐 – вiдстань вiд чорної дiри до хмари. При темпi акрецiї �̇� = 0.1𝑀⊙/ рiк,
що вiдповiдає активному ядру в галактицi NGC 1068, на внутрiшнiй границi
𝑅𝑚𝑖𝑛 ≃ 0.2 пк (для 𝑀𝑐/𝑀𝑡𝑜𝑟𝑢𝑠 = 0.08) хмари мають максимальну температуру
𝑇𝑚𝑎𝑥
𝑐𝑙 ≃ 830 K, а на зовнiшнiй 𝑅𝑚𝑎𝑥 ≃ 3.8 пк i 𝑇𝑚𝑖𝑛

𝑐𝑙 ≃ 190 K. Таким чином, для
вiдповiдних значень темпу акрецiї i розмiру тора, оцiнки температури хмар вiд-
повiдають дiапазону температур, отриманих зi спостережень на VLT/MIDI [69].
Гауссовий розподiл хмар в рiвноважному перетинi самогравiтуючого тора та вiд-
сутнiсть чiтких меж узгоджуються з даними, якi отриманi на основi аналiзу спек-
трального розподiлу енергiї в IЧ-дiапазонi [70]. Розподiл хмар в рiвноважному
перетинi тора задовольняє умовам затiнення акрецiйнного диска в АЯГ, що про-
демонстровано на рис. 15 злiва. Результати моделювання також дозволяють пояс-
нити спостережний орбiтальний рух в торi NGC 1068 (рис.15 справа), виявлений
за допомогою ALMA [71] i некеплерiвськiй рух в торi, який виникає за рахунок
ефектiв самогравiтацiї. Таким чином, спостережнi особливостi тора в АЯГ i, зо-
крема, в NGC 1068 можуть бути поясненi в межах запропонованої динамiчної
моделi затiнюючого тора.

У восьмому роздiлi дослiдженi ефекти гравiтацiйного лiнзування для систе-
ми центральна маса i тор (в наближеннi тонкого диска з центральним отвором).
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Рiвняння лiнзи такої системи має вигляд:

𝑦 = 𝑥×

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(︂
1− 1

𝑥2

)︂
, 𝑥 ≥ 𝑟2 (a)(︂

1− 𝑚0

𝑥2
− 𝜅

𝑥2 − 𝑟21
𝑥2

)︂
, 𝑟1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑟2 (b)(︁

1− 𝑚0

𝑥2

)︁
, 𝑥 ≤ 𝑟1 (c)

(24)

де 𝑦 = (𝐷𝑑/𝐷𝑠) (𝜂/𝜉0) i 𝑥 = 𝜉/𝜉0 – безрозмiрнi вектори, що визначають коор-
динати джерела i зображення, 𝑚0 = 𝑀0/𝑀 – центральна маса, нормована на
повну масу системи, 𝜅 = 𝑚𝑑𝑖𝑠𝑘/(𝑟

2
2 − 𝑟21) = const – поверхнева густина в диску,

𝑟1,2 = 𝑅1,2/𝜉0 – внутрiшнiй i зовнiшнiй радiуси диска, нормованi на радiус кiльця
Ейнштейна 𝜉0 (рис. 16). З (24) видно, що в данiй системi можливе формуван-

Рис. 16. Схема формування кiлець Ейнштейна. 𝐷𝑠 i 𝐷𝑑 — вiдстанi вiд спостерiгача
до джерела i лiнзи, вiдповiдно, а 𝐷𝑑𝑠 – вiдстань вiд лiнзи до джерела.

ня трьох кiлець Ейнштейна. Чисельне моделювання методом ray-tracing показує
можливу рiзноманiтнiсть випадкiв в залежностi вiд значення поверхневої густи-
ни в диску (рис. 17). В першу чергу, це формування трьох кiлець Ейнштейна
(рис. 17 a) з радiусами (𝑥I, 𝑥II, 𝑥III), якi позначенi на схемi рис. 16. Припускаючи
для бiльшостi астрофiзичних об’єктiв 𝑚0 ≥ 𝑚𝑑𝑖𝑠𝑐, отримано обмеження на радiу-
си диска, при якому iснують три кiльця: 𝑟1 ≥ 0.7 i 𝑟2 < 1 при вiдносно високiй
поверхневiй густинi 𝜅 > 𝜅𝑐𝑟, де 𝜅𝑐𝑟 = 𝑚0/𝑟

2
1. Бiльш поширений варiант – це два

кiльця Ейнштейна (рис. 17 b), якi виникають в широкому дiапазонi параметрiв
лiнзової системи. При цьому поверхнева яскравiсть одного з кiлець залежить вiд
густини в диску та може спадати як до внутрiшнього краю диска, так i до зов-
нiшнього, що детально розглянуто в дисертацiї. Формально, отримуючи розподiл
яскравостi в одному з кiлець, можна вiдновити розподiл густини в диску.

Iснує необхiдна та достатня умова формування другого кiльця Ейнштейна,
яке залежить вiд поверхневої густини в диску. На рис. 18 справа показанi змiни
радiуса та ширини другого кiльця, як функцiя вiд поверхневої густини для фiк-
сованих значень зовнiшнього радiуса диска 𝑟2 < 1 i 𝑟2 > 1, та область параметрiв,
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a) b) c)

Рис. 17. Зображення сiтки 15x15 гауссових джерел (𝑟𝑠 = 0.1) за рахунок гравiта-
цiйного лiнзування на центральнiй точковiй масi з 𝑚0 = 0.3 i однорiдному диску
з 𝑟1 = 0.7 для: a) 𝑟2 = 0.9, b) 𝑟2 = 0.98, c) 𝑟2 = 1.2. Границi диска показанi
червоними лiнiями.
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Рис. 18. Злiва: зображення сiтки гауссових джерел (𝑟𝑠 = 0.1) при 𝑚0 = 0.3, 𝑟2 =
0.8 та 𝑟1 = 0.4. Cправа: залежнiсть 𝑥𝑂𝑢𝑡,𝐼𝑛

II (𝜅) для двох випадкiв: 𝑟2 = 0.8 i 𝑟2 =
1.3. Сiрi областi показують змiну ширини другого кiльця Ейнштейна. Область
”вiдчуження” другого кiльця вiдзначена пунктирними лiнiями i вiдповiдає умовам
на параметри 𝜅 > 𝜅𝑐𝑟 (для 𝑟2 < 1) i 𝜅 < 𝜅𝑐𝑟 (𝑟2 > 1).

в якiй другого кiльця не iснує (”область вiдчуження”). Фiзичний сенс цих умов
полягає в ”конкуренцiї” областей гравiтацiйного впливу центральної маси та дис-
ка. Зникнення другого кiльця Ейнштейна при певних параметрах призводить до
зникнення одного з решти, в результатi чого ефекти гравiтацiйного лiнзування
призводять до формування тiльки одного кiльця Ейнштейна (рис. 17 та рис. 18
злiва), яке може не вiдрiзняться вiд головного кiльця або, навпаки, мати значну
ширину, повнiстю заповнюючи диск, що детально розглянуто в дисертацiї. Фак-
тично, кiльцевий розподiл речовини в лiнзi може ”маскуватися” пiд точкову масу.
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Якщо кiльце-лiнза не виявляється в оптичному або iншому дiапазонi (темна речо-
вина), то можна зробити неправильнi висновки про значення та розподiл маси в
лiнзi i вiдстань до неї. Навпаки, спостереження широкого яскравого кiльця Ейн-
штейна може бути критерiєм для виявлення об’єктiв з кiльцевою структурою.
Слiд вiдзначити, що зображення джерела може збiльшуватися при проходженнi
по диску (в проекцiї на площину лiнзи). Це призводить до значного посилення
на кривiй блиску, що також може бути критерiєм для виявлення подiбних лiнз.
В данiй системi, крiм тангенцiальних критичних кривих, якi призводять до ви-
тягнутих у виглядi дуг зображень, також iснують радiальнi критичнi кривi, що
вiдповiдає витягнутим уздовж радiуса зображенням (рис. 18 злiва). Це може бу-
ти додатковим критерiєм, який дозволить видiлити систему, яка мiстить кiльцеву
структуру. Також зауважимо, що отриманий розв’язок для лiнзової системи ”од-
норiдний диск з отвором + центральна маса” є узагальненням вiдомих випадкiв
бiльш простих лiнзових систем, що також дослiджено в дисертацiї.

ВИСНОВКИ

У дисертацiї вирiшено проблему, яка пов’язана з гравiтацiйними властивостя-
ми, стабiльнiстю, динамiкою тороїдальних структур стосовно таких астрофiзич-
них об’єктiв, як активнi ядра галактик i кiльцевi галактики. Головними оригi-
нальними результатами роботи є наступнi:

1. Вперше показано, що в 2D задача про пару вихорiв в радiальному пото-
цi допускає точне рiшення: у збiжному потоцi вихори в парi зближуються, але
при цьому швидкiсть руху пари зростає. Розглянуто динамiку дипольного торої-
дального вихору в радiальному потоцi в наближеннi чотирьох плоских вихорiв.
Вперше показано, що в цьому випадку компоненти пар викидаються збiжним по-
током, а швидкiсть викиду експоненцiально збiльшується. Показано, що основний
результат, пов’язаний з прискоренням викидiв, зберiгається для бiльш складної
течiї (джерело та диполь, квадруполь), оскiльки основний вплив має монопольна
компонента, але присутнi вiдмiнностi, якi призводять до асиметрiї викидiв.

2. Вперше показано, що iснують як аналогiї, так i якiснi вiдмiнностi динамiки
дипольного тороїдального вихорiв в 3D вiд поведiнки систем вихорiв у 2D ви-
падку. У збiжному (акрецiйному) потоцi кiльцевi вихори, так само як i їх плоскi
аналоги, прискорюються. У разi дипольного тороїдального вихору це призводить
до викиду прискорених компонент, але при достатнiй потужностi потоку вiдбу-
вається захоплення кiльцевих вихорiв потоком. Показано, що закрутка (орбiталь-
ний рух) може призводити до змiни напрямку руху кiльцевого вихору, а також
впливає на умови колапсу. Показано, що iнтеграл спiральностi для тороїдального
вихору з закруткою та максимумом швидкостi на твiрнiй вихору вiдрiзняється вiд
формули Моффата на чисельний коефiцiєнт.

3. Отримано новий iнтегральний вираз для потенцiалу однорiдного кругового
тора, справедливий в довiльнiй точцi простору, шляхом складання тора з нескiн-
ченно тонких кiлець. Вперше показано, що зовнiшнiй потенцiал тора з високою
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точнiстю представляється потенцiалом нескiнченно тонкого кiльця тiєї ж маси аж
до поверхнi тора. Отриманi наближенi вирази для потенцiалу тора в його зовнiш-
нiй та внутрiшнiй областях. Показано, що внутрiшнiй потенцiал тора може бути
представлений потенцiалом цилiндра та складовою, що мiстить гаусову кривизну
поверхнi тора (”потенцiал кривизни”).

4. Вперше показано, що в гравiтацiйному полi центральної маси i кiльця за-
мкнутi круговi орбiти iснують тiльки до певного радiуса, який вiдповiдає останнiй
стiйкiй орбiтi, що була названа як ”the outermost stable circular orbit” (OSCO), за
аналогiєю з ISCO в релятивiстському випадку. Також iснує область нестiйкої рiв-
новаги – ”окружнiсть Лагранжа”. Виявлено iснування областi некругових орбiт
мiж окружнiстю Лагранжа та OSCO, що може пояснювати спостережувану щi-
лину в розподiлi зоряної густини в кiльцевих галактиках. Показано, що в такiй
системi в меридiональнiй площинi iснують замкнутi орбiти нових типiв.

5. Виявлена iстотна роль центральної маси в стабiльностi систем, що мiстять
гравiтуючий тор. Дослiдження можливих траєкторiй у внутрiшньому потенцiалi
тора при наявностi центральної маси показало, що iснують принаймнi два типи
орбiт в супутнiй системi: гало i коробчатi орбiти. Показано можливе iснування
квазiзамкнених гало-орбiт. Вперше показано, що в межах задачi про незбурений
рух можливо сформувати ”тор Кеплера”, який є узагальненням кеплерiвського
диска.

6. Побудована динамiчна модель затiнюючого тора в активних ядрах галактик
в межах задачi𝑁 тiл при врахуваннi гравiтацiйної взаємодiї мiж хмарами. Вперше
показано, що самогравiтуючий товстий тор в полi центральної маси залишаєть-
ся стабiльним, а рiвноважний перетин має форму овалу з гаусовим розподiлом
густини, що узгоджується з даними спостережень. Таким чином спостережувану
геометричну товщину затiнюючого тора в активних ядра галактик (АЯГ) можна
пояснити за рахунок руху хмар по нахиленим орбiтам з розкидом за ексцентриси-
тетами, що, в свою чергу, є результатом гравiтацiйної взаємодiї центральної маси
та хмар в торi.

7. В межах задачi 𝑁 тiл показано, що геометрична товщина тора бiльше, якщо
в початковому станi присутнiй розкид орбiт частинок не тiльки за нахилами, а й
за ексцентриситетами. Показано, що рiвноважний розподiл хмар в торi, досягну-
тий за рахунок самогравiтацiї, задовольняє умовам затiнення акрецiйного диска
в АЯГ. Показано, що спостережувану динамiку в ядрi сейфертiвської галактики
NGC 1068 можна пояснити особливостями руху хмар за рахунок ефектiв само-
гравiтацii. Отримано оцiночнi вирази для температури хмар внаслiдок нагрiву їх
випромiнюванням акрецiйного диску, якi узгоджуються з даними спостережень.

8. Вперше дослiдженi ефекти гравiтацiйного лiнзування на системi центральна
маса i тор (в наближеннi тонкого диска з отвором). Показано, що у данiй системi
можливе формування трьох кiлець Ейнштейна. Два кiльця Ейнштейна виникають
в широкiй областi параметрiв, при цьому яскравiсть кiлець може iстотно вiдрiзня-
тися. Також може формуватися одне кiльце Ейнштейна, яке може бути iдентично
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випадку лiнзування на точковiй лiнзi або, навпаки, мати iстотну ширину та високу
яскравiсть.
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АНОТАЦIЯ

Баннiкова О.Ю. Тороїдальнi структури в астрофiзичних об’єктах.– Ру-
копис.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-математичних на-
ук за спецiальнiстю 01.03.02 – астрофiзика, радiоастрономiя.– Радiоастрономiчний
iнститут Нацiональної академiї наук України, Харкiвський нацiональний унiвер-
ситет iменi В. Н. Каразiна, Мiнiстерство освiти i науки України, Харкiв, 2020.

Дисертацiя присвячена дослiдженню гравiтацiйних властивостей, стабiльно-
стi, динамiки тороїдальних структур стосовно таких астрофiзичних об’єктiв, як
активнi ядра галактик i кiльцевi галактики. На пiдставi отриманого нового виразу
для гравiтацiйного потенцiалу тора показано, що зовнiшнiй потенцiал тора пред-
ставляється потенцiалом нескiнченно тонкого кiльця тiєї ж маси аж до поверхнi
тора, а вiдмiнностi iснують поблизу його осi симетрiї та залежать вiд геометрич-
ного параметра. Показано в межах задачi 𝑁 тiл, що самогравiтуючий товстий
тор в полi центральної маси залишається стабiльним, а рiвноважний перетин має
форму овалу з гаусовим розподiлом густини. Виявлено iснування областi некруго-
вих орбiт мiж окружнiстю Лагранжа та останньою стiйкою круговою орбiтою, що
здатне пояснити спостережувану щiлину в розподiлi зоряної густини в кiльцевих
галактиках. Виявлено новi аспекти ролi центральної маси в стабiльностi само-
гравiтуючого тора та показано, що у потенцiалi тора при наявностi центральної
маси iснують як регулярнi, так i замкненi орбiти нових типiв. Показана мож-
ливiсть формування стiйкого тора Кеплера, який є узагальненням кеплерiвського
диска. Побудовано динамiчну модель затiнюючого тора в активних ядрах галак-
тик та показано, що спостережувану динамiку в ядрi сейфертiвської галактики
NGC 1068 можна пояснити особливостями руху хмар в торi за рахунок ефектiв
самогравiтацiї. Показано, що в гравiтацiйно-лiнзовiй системi ”центральна маса та
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тор” формується одно, два або три кiльця Ейнштейна в залежностi вiд поверхневої
густини в диску. Виявлена принципова рiзниця мiж динамiкою кiльцевих вихорiв
в радiальному потоцi в 2D та 3D випадках. Показано, що спiральнiсть для вихору
з закруткою (орбiтальним рухом) вiдрiзняється вiд вiдомої формули Моффата
для зачеплених вихорiв. На пiдставi отриманого аналiтичного рiшення задачi ди-
намiки кiльцевих вихорiв в радiальному потоцi у 2D та 3D випадках показано,
що вихори прискорюються акрецiйним потоком та викидаються в протилежних
напрямках.

Ключовi слова: активне ядро галактики, затiнюючий тор, кiльцевi галакти-
ки, гравiтацiйний потенцiал, тороїдальний вихор, гравiтацiйне лiнзування, задача
𝑁 тiл.

АННОТАЦИЯ
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Рукопись.

Дисертация на соискание ученой степени доктора физико-математических на-
ук по специальности 01.03.02 – астрофизика и радиоастрономия.– Радиоастроно-
мический институт Национальной академии наук Украины, Харьковский нацио-
нальный университет имени В.Н. Каразина, Министерство образования и науки
Украины, Харьков, 2020.

Диссертация посвящена исследованию гравитационных свойств, стабильности,
динамики тороидальных структур применительно к таким астрофизическим объ-
ектам, как активные ядра галактик и кольцевые галактики. На основании полу-
ченного нового выражения для гравитационного потенциала тора показано, что
внешний потенциал тора представляется потенциалом бесконечно тонкого кольца
той же массы вплоть до поверхности тора, а различия существуют вблизи его оси
симметрии и зависят от геометрического параметра. Показано в рамках задачи
𝑁 тел, что толстый самогравитирующий тор в поле центральной массы остается
стабильным, а равновесное сечение имеет форму овала с гауссовым распределе-
нием плотности. Обнаружено существование области некруговых орбит между
окружностью Лагранжа и последней устойчивой круговой орбиты, что способно
объяснить наблюдаемую щель в распределении звездной составляющей в коль-
цевых галактиках. Выявлены новые аспекты роли центральной массы в стабиль-
ности самогравитирующего тора и показано, что в потенциале тора при наличии
центральной массы существуют как регулярные, так и замкнутые орбиты новых
типов. Показана возможность формирования устойчивого тора Кеплера, кото-
рый является обобщением кеплеровского диска. Предложена динамическая мо-
дель затеняющего тора в активных ядрах галактик и показано, что наблюдаемую
динамику в ядре сейфертовской галактики NGC 1068 можно объяснить особен-
ностями движения облаков в торе за счет эффектов самогравитации. Показано,
что в гравитационно-линзовой системе ”центральная масса и тор” формируется
одно, два или три кольца Эйнштейна в зависимости от поверхностной плотности
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в диске. Обнаружено принципиальное отличие между динамикой кольцевых вих-
рей в радиальном потоке в 2D и 3D случаях. Показано, что спиральность для
вихря с закруткой (орбитальным движением) отличается от известной формулы
Моффата для зацепленных вихрей. На основании полученного аналитического
решения задачи динамики кольцевых вихрей в радиальном потоке в 2D и 3D слу-
чаях показано, что вихри ускоряются аккреционным потоком и выбрасываются в
противоположных направлениях.

Ключевые слова: активное ядро галактики, затеняющий тор, кольцевая га-
лактика, гравитационный потенциал, тороидальный вихрь, гравитационное лин-
зирование, задача 𝑁 тел.
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There are astrophysical objects possessing toroidal (ring) structures. The most
famous examples are ring galaxies and dusty tori in active galactic nuclei (AGNs).
Such a torus is named obscuring torus and it is a reservoir of matter feeding an
accretion disk. Therefore, it plays an essential role in the AGN activity. One of the key
features of an obscuring torus is its geometrically thick shape. Different mechanisms
were proposed that could explain the presence of vertical components of the matter
velocity in the torus but this question remains open up to this time. The rotation
curves of the nearest AGNs observed by the largest radio interferometers VLA and
VLBI showed that the motion in the torus is non-Keplerian, i.e. the motion of matter
is different from that in the disk. The first direct observations of a dusty torus in the
nearest Seyfert galaxies (NGC 1068 and Circinus) were obtained with help of an optical
VLT/MIDI interferometer. These observations and further analysis of the spectral
energy distribution showed that the matter in the torus should be distributed in the
form of clouds. In addition, it was confirmed that the obscuring torus is geometrically
thick. A major breakthrough in the observations of these objects is associated with the
millimeter interferometer ALMA, which allowed to obtain additional information on
the dynamics of matter in the AGN central regions. The mass of the obscuring torus
in AGNs can be a above or equal to the percent of the mass of the supermassive black
hole. This means that the gravitational properties of the torus can be substantial and
affect both its stability and the dynamics of the matter in its vicinity. Therefore, it is
important to take into account the gravitational properties of the torus.

Also, the investigation of the gravitational properties of the torus is central for
understanding and interpreting the observational features of Hoag-like ring galaxies,
i.e. star forming rings encircling the bulges of their host galaxies. The mass of the ring
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is comparable to that of the galaxy. This means that the gravitational forces from the
ring (thin torus) can play an essential role on the surrounding matter distribution. It
is also interesting to investigate the gravitational lensing effects on systems where the
lens is a ring galaxy or an object containing a massive ring structure. In this case, three
Einstein rings can form, which may provide a criterion for detecting ring structures
of a dark matter, the formation of which may be the result of collisions of galaxies or
clusters of galaxies.

Toroidal structures may form as a result of the presence of instability in different
flows, which may occur in objects with accretion and winds. In this case, the vortex
movement can be essential and lead to the formation of a ring vortex. In the presence
of an axisymmetric flow that can occur for many astrophysical objects with accretion,
the formation of a dipole toroidal vortex is possible. The dynamics of such a vortex
may be nontrivial and depends on the nature of the flow (converging or diverging);
therefore, it is of interest to investigate the motion of vortexes in order to understand
the possible mechanisms of formation for jet components in astrophysical objects.

The main original results of this dissertation are:
1. It is shown, on the basis of an exact integral expression for the potential of a

homogeneous circular torus, which is valid at any arbitrary point of space, that the
outer potential of a torus can be represented with high accuracy by the potential of an
infinitely thin ring of the same mass up to the torus surface. Approximate expressions
for the torus potential in its outer and inner regions are obtained. It is shown that the
inner potential of the torus can be represented by the potential of a cylinder and the
term containing the Gaussian curvature of the torus surface (”potential of curvature”).

2. A dynamical model of obscuring tori in AGNs is simulated within the framework
of the N-body problem taking into account the gravitational interaction between the
clouds. It is shown that a self-gravitating thick torus in the field of the central mass
remains stable, and the equilibrium cross-section has an oval shape with Gaussian
density distribution, which satisfies observations. It is shown that the observable
geometric thickness of the obscuring torus in the AGNs can be explained by the motion
of clouds in inclined orbits with a range of eccentricities, which is the result of the
gravitational interaction of the central mass and the clouds in the torus.

3. It is shown that in a gravitational field of a central mass and a gravitating ring,
closed circular orbits exist only to a certain radius corresponding to the last stable
circular orbit, which we call ”the outermost stable circular orbit” (OSCO) by analogy
with the ISCO in the relativistic case. There is also a region of unstable equilibrium —
the ”Lagrangian circle”. The existence of region with non-circular orbits between the
Lagrangian circle and OSCO can explain the observed gap in the distribution of stellar
density in ring galaxies. It is shown that in such a system there are closed orbits of
new types in the meridian plane of the ring.

4. An essential role of the central mass in the stability of systems containing the
gravitating torus is shown. Possible trajectories in the inner potential of the torus in
the presence of a central mass were investigated which showed that there are at least
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two types of orbits in the co-moving system: halo and box orbits. It is shown that the
quasi-closed halo-orbit exists in such a system. It is shown that within the framework
of the problem of unperturbed motions, it is possible to form a torus, which we called
”Keplerian torus”, since it is a generalization of the Keplerian disk.

5. It is shown in the framework of the N-body problem that the geometric thickness
of the torus is larger if, in the initial conditions for the particle orbits, we introduce
a distribution of both inclination and eccentricity. It is shown that the equilibrium
distribution of clouds in the torus, achieved due to self-gravity, satisfies the conditions
of obscuration of the accretion disk in the AGNs. It is shown that the observed
dynamics in NGC 1068 can be explained by the peculiarities of the cloud motions
in the torus due to the effects of self-gravity. Temperature of clouds as a result of
heating by radiation of the accretion disk are obtained, which satisfy the observational
data in IR band.

6. The effects of gravitational lensing on the system of a central mass and of a torus
(in the approach of a thin disk with a hole) have been investigated. It is shown that in
this system the formation of three Einstein rings is possible. Two Einstein rings arise
in a wide range of parameters with significantly different brightness. One Einstein ring
is also formed, which can be identical to the case of lensing by a point mass, or, on
the contrary, it may have a substantial width and high brightness.

7. It is shown that there are both analogies and qualitative differences in the
dynamics of dipole toroidal vortexes in 3D from the behavior of vortex systems in
the 2D case. In the convergent (accretion) flow, rings as well as their flat analogues are
accelerated. In the case of a dipole toroidal vortex, this result leads to the component
acceleration but the vortexes can collapse for some value of the flow power. It is shown
that the integral of helicity for a toroidal vortex with a twist and a maximum of the
velocity on the vortex generatrix is different from the known Moffat formula on the
numerical coefficient.

8. It is shown that a problem of a pair of vortexes in a radial flow (in 2D case)
allows an exact solution. In the converging flow, the vortexes in the pair approach each
other with increasing speed. The dynamics of a dipole toroidal vortex in a radial flow
in the approximation of four flat vortexes is considered. It is shown that in this case,
the pair components are ejected by the convergent flow with exponentially increasing
speed. It is shown that the main result associated with the acceleration of the outflows
is kept for a more complicated flow (source and dipole, quadrupole), since the main
influence has a monopole component of flow.

Key words: active galactic nucleus, obscuring torus, ring galaxy, gravitational
potential, toroidal vortex, gravitational lensing, 𝑁 -body problem.


