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АНОТАЦIЯ

Баннiкова О.Ю. Тороїдальнi структури в астрофiзичних об’єктах.— Квалi-

фiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-математичних

наук наук за спецiальнiстю 01.03.02 — "астрофiзика, радiоастрономiя".— Ра-

дiоастрономiчний iнститут Нацiональної академiї наук України; Харкiвсь-

кий нацiональний унiверситет iменi В.Н.Каразiна Мiнiстерства освiти i науки

України, Харкiв, 2019.

На даний час спостерiгаються астрофiзичнi об’єкти, в яких присутнi торої-

дальнi (кiльцевi) структури. Найвiдомiшими прикладами є газопиловi тори в

активних ядрах галактик i кiльцевi галактики. В рамках унiфiкованої схеми

вiдмiннiсть у випромiнюваннi активних ядер галактик (АЯГ) пояснюється

рiзною орiєнтацiєю газопилового тора щодо спостерiгача. Якщо АЯГ видно

з ребра, то акрецiйний диск затiнюється тором i виявляються надлишок в

IЧ дiапазонi i область формування вузьких емiсiйних лiнiй (тип 2). Навпа-

ки, якщо АЯГ орiєнтоване пiд кутом, то виявляється максимум в спектрi,

пов’язаний з випромiнюванням акрецiйного диска i, поряд з вузькими лiнiя-

ми, область формування широких емiсiйних лiнiй (тип 1). Газопиловий тор

в АЯГ, який також називають затiнюючим тором, є резервуаром речовини,

який живить акрецiйний диск, тому вiн грає iстотну роль в активностi цен-

тральних областей галактик. Однiєю з ключових особливостей затiнюючо-

го тора є його геометрично товста форма. Пропонувалися рiзнi механiзми,

якi здатнi пояснити наявнiсть вертикальної складової швидкостi речовини в

торi, проте до цього часу це питання залишається вiдкритим. Кривi обертан-

ня найближчих АЯГ, отриманi на найбiльших радiоiнтерферометрах VLA,

VLBI, показали, що рух в цих областях некеплерiвський, тобто рух речовини

вiдмiнний вiд руху в диску. Першi прямi спостереження газопилового тора

були проведенi на оптичному iнтереферометрi VLT/MIDI, де було отрима-

но розподiл температури для найближчих до нас сейфертовських галактик

NGC 1068 i Circinus. Цi спостереження i подальший аналiз спектрального

розподiлу енергiї показали, що речовина в торi повинна бути розподiлена у



3

виглядi хмар. Крiм того, пiдтвердилося, що затiнюючий тор дiйсно є геомет-

рично товстим. Великий прорив в спостереженнях цих об’єктiв пов’язаний з

вступом в дiю мiлiметрового iнтерферометра ALMA. В 2018 роцi з’явилися

першi спостереження затiнюючого тора в цьому дiапазонi для NGC 1068 з

бiльш детальною структурою, що дозволило отримати додаткову iнформацiю

про динамiку речовини в центральних областях АЯГ. В 2019 команда ALMA

представила результати спостережень торiв в семи АЯГ, а VLA опублiкував

результати виявлення тора в радiо галактицi Cygnus A. Маса затiнюючого

тора в АЯГ становить вiдсоток i вище вiд маси центральної надмасивної чор-

ної дiри. Це означає, що гравiтуючи властивостi тора можуть бути iстотнi

та впливати як на його стiйкiсть, так i на динамiку речовини в його околи-

цях. Тому важливо враховувати гравiтацiйнi властивостi тора, якi можуть

вiдiгравати суттєву роль в динамiцi в таких системах.

Також дослiдження гравiтацiйних властивостей тора важливi для розу-

мiння та iнтерпретацiї спостережних особливостей кiльцевих галактик типу

об’єкта Хога, якi являють собою центральну галактику i кiльце зореутворен-

ня навколо. При цьому маса кiльця порiвнянна з масою центральної галак-

тики. Це означає, що iстотну роль можуть грати гравiтацiйнi сили з боку

кiльця (тонкий тор), якi можуть впливати на розподiл речовини в подiбних

об’єктах. А саме, щiлина, яка спостерiгається в розподiлi речовини в кiль-

цевих галактиках, може бути результатом областi iснування нестiйких орбiт,

яка виникає внаслiдок конкуренцiї мiж гравiтацiйними силами з боку цен-

тральної галактики i кiльця. Також представляє iнтерес дослiдити ефекти

гравiтацiйного лiнзування для систем, де лiнзою є кiльцева галактика або

об’єкт, що мiстить кiльцеву гравiтуючу структуру. У цьому випадку мож-

ливе виникнення кiлькох кiлець Ейнштейна, якi можуть бути критерiєм для

виявлення кiльцевих структур темної речовини, формування яких може бути

результатом зiткнень галактики або скупчень галактик.

Тороїдальнi структури можуть виникати як результат наявностi нестiй-

костi в рiзних течiях, що може мати мiсце в об’єктах з акрецiєю i вiтром.

При цьому визначальним може бути вихровий рух, при якому формується

тороїдальний (кiльцевий) вихор. За наявностi вiсесиметричного потоку, що
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має мiсце для багатьох астрофiзичних об’єктiв з акрецiєю, можливе форму-

вання дипольного тороїдального вихору. Динамiка такого вихору може бути

нетривiальною i залежати вiд характеру течiї (стiк або розбiжний потiк), то-

му представляє iнтерес дослiджувати рух вихорiв для розумiння можливого

механiзму формування компонентiв джетiв в астрофiзичних об’єктах.

Головнi результати, що були отриманi у дисертацiї, є наступними:

1. На пiдставi отриманого нового iнтегрального виразу для потенцiалу од-

норiдного кругового тора, який справедливий в довiльнiй точцi простору,

показано, що зовнiшнiй потенцiал тора представляється потенцiалом нескiн-

ченно тонкого кiльця тiєї ж маси аж до поверхнi тора. Вiдмiнностi виникають

поблизу осi симетрiї тора i залежать вiд геометричного параметра. Отриманi

наближенi вирази для потенцiалу тора в його зовнiшнiй i внутрiшнiй обла-

стях. Показано, що внутрiшнiй потенцiал тора може бути представлений по-

тенцiалом цилiндра i складовою, що мiстить гауссову кривизну поверхнi тора

("потенцiал кривизни").

2. Побудована динамiчна модель затiнюючого тора в активних ядрах га-

лактик в межах задачi N тiл при врахуваннi гравiтацiйної взаємодiї мiж хма-

рами. Вперше показано, що самогравiтуючий товстий тор в полi центральної

маси залишається стабiльним, а рiвноважний перетин має форму овалу з

гаусовим розподiлом густини, що узгоджується з даними спостережень. Та-

ким чином спостережувану геометричну товщину затiнюючого тора в АЯГ

можна пояснити за рахунок руху хмар по нахиленим орбiтам з розкидом по

ексцентриситетам, що, в свою чергу, є результатом гравiтацiйної взаємодiї

центральної маси i хмар в торi.

3. Вперше показано, що в гравiтацiйному полi центральної маси i кiльця

замкнутi круговi орбiти iснують тiльки до певного радiуса, який вiдповiдає

останнiй стiйкiй орбiтi, що була названа як "the outermost stable circular orbit

(OSCO)" , за аналогiєю з ISCO в релятивiстському випадку. Також iснує об-

ласть нестiйкої рiвноваги — "коло Лагранжа". Вперше виявлено iснування

областi некругових орбiт мiж колом Лагранжа та OSCO, що може пояснити

спостережувану щiлину в розподiлi зоряної густини в кiльцевих галактиках.

Показано, що в такiй системi в меридiональнiй площинi iснують замкнутi
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орбiти нових типiв.

4. Виявлена iстотна роль центральної маси в стабiльностi систем, що

мiстять гравiтуючий тор. Дослiдження можливих траєкторiй у внутрiшньому

потенцiалi тора при наявностi центральної маси показало, що iснують при-

наймнi два типи орбiт в супутнiй системi: гало i коробчатi орбiти. Показано

можливе iснування квазiзамкнених гало-орбiт. Вперше показано, що в межах

задачi про незбурений рух можливо сформувати тор, який ми назвали "тор

Кеплера" , оскiльки вiн є узагальненням кеплерiвського диска.

5. В межах задачi N-тiл вперше показано, що геометрична товщина тора

бiльше, якщо в початковому станi присутнiй розкид орбiт частинок не тiльки

за нахилами, а й за ексцентриситетами. Показано, що рiвноважний розподiл

хмар в торi, досягнутий за рахунок самогравiтацiї, задовольняє умовам за-

тiнення акрецiйного диска в АЯГ. Показано, що спостережувану динамiку в

NGC1068 можна пояснити особливостями руху хмар в торi за рахунок ефек-

тiв самогравiтацiї. Отримано оцiночнi вирази для температури хмар внаслi-

док нагрiву їх випромiнюванням акрецiйного диску, якi узгоджуються з да-

ними спостережень.

6. Вперше дослiджено ефекти гравiтацiйного лiнзування на системi цен-

тральна маса i тор (в наближеннi тонкого диска з отвором). Показано, що

у данiй системi можливе формування трьох кiлець Ейнштейна. Два кiль-

ця Ейнштейна виникає в широкiй областi параметрiв, при цьому яскравiсть

кiлець може iстотно вiдрiзнятися. Також може формуватися одне кiльце Ейн-

штейна, яке може бути iдентичним випадку лiнзування на точковiй лiнзi або,

навпаки, мати iстотну ширину i високу яскравiсть.

7. Вперше показано, що iснують як аналогiї, так i якiснi вiдмiнностi дина-

мiки дипольного тороїдального вихора в 3D вiд поведiнки систем вихорiв у

2D випадку. У збiжному (акрецiйному) потоцi кiльцевi вихори, так само, як

i їх плоскi аналоги, прискорюються. У разi дипольного тороїдального вихору

це призводить до викиду прискорених компонент, але при достатнiй потуж-

ностi потоку вiдбувається захоплення кiльцевих вихорiв потоком. Показано,

що iнтеграл спiральностi для тороїдального вихору з закруткою i максиму-

мом швидкостi на твiрної вихору вiдрiзняється вiд формули Моффата на
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чисельний коефiцiєнт.

8. Вперше показано, що в 2D, задача про пару вихорiв в радiальному по-

тоцi допускає точне рiшення: у збiжному потоцi вихори в парi зближуються,

але при цьому швидкiсть руху пари зростає. Вперше розглянуто динамiку ди-

польного тороїдального вихору в радiальному потоцi в наближеннi чотирьох

плоских вихорiв та показано, що в цьому випадку компоненти пар викидають-

ся збiжним потоком, а швидкiсть викиду експоненцiально збiльшується. Ос-

новний результат, пов’язаний з прискоренням викидiв, зберiгається для бiльш

складної течiї (джерело i диполь, квадруполь), оскiльки основний вплив має

монопольна компонента, але присутнi вiдмiнностi, якi призводять до асимет-

рiї викидiв.

Ключовi слова: активнi ядра галактик, затiнюючий тор, кiльцевi галак-

тики, гравiтацiйний потенцiал, тороїдальний вихор, гравiтацiйне лiнзування,

задача N тiл.



7

ABSTRACT

Bannikova E.Yu. Toroidal structures in astrophysical objects.— Qualifying

scientific work, the manuscript.

Thesis for the Doctor of Science degree in Physics and Mathematics,

specialization 01.03.02 — "Astrophysics, radio astronomy".— Institute of Radio

astronomy of NAS of Ukraine, V.N.Karazin Kharkiv National University, the

Ministry of Education and Science of Ukraine, Kharkiv, 2019.

There are astrophysical objects possessing toroidal (ring) structures. The most

famous examples are ring galaxies and dusty tori in active galactic nuclei (AGNs).

In the framework of the unified scheme, the differences in the emission of AGNs are

explained by the different orientation of the dusty torus relative to an observer.

If the torus is seen edge-on, the accretion disk is obscured by the torus itself

and the IR excess and the region of narrow lines are detected (type 2). On the

contrary, if the torus is oriented at some angle, then we experience the maximum

in the spectrum which is related with the accretion disk emission and the region

of broad lines formation (type 1). Such a torus is named obscuring torus and it

is a reservoir of matter feeding an accretion disk. Therefore, it plays an essential

role in the AGN activity. One of the key features of an obscuring torus is its

geometrically thick shape. Different mechanisms were proposed that could explain

the presence of vertical components of the matter velocity in the torus but this

question remains open up to this time. The rotation curves of the nearest AGNs

observed by the largest radio interferometers VLA and VLBI showed that the

motion in the torus is non-Keplerian, i.e. the motion of matter is different from

that in the disk. The first direct observations of a dusty torus in nearest the

Seyfert galaxies (NGC 1068 and Circinus) were obtained with help of an optical

VLT/MIDI interferometer. These observations and further analysis of the spectral

energy distribution showed that the matter in the torus should be distributed in

the form of clouds. In addition, it was confirmed that the obscuring torus is

geometrically thick. A major breakthrough in the observations of these objects is

associated with the millimeter interferometer ALMA. In 2018, the first observation

of the obscuring torus of NGC 1068 with a more detailed structure was made,
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which allowed to obtain additional information on the dynamics of matter in the

AGN central regions. In 2019, ALMA presented the detection of obscuring tori in

seven AGNs and VLA provided the image of the torus in radio galaxy Cygnus A.

The mass of the obscuring torus in AGNs can be a percent or even higher than the

mass of the supermassive black hole. This means that the gravitational properties

of the torus can be substantial and affect both its stability and the dynamics

of the matter in its vicinity. Therefore, it is important to take into account the

gravitational properties of the torus.

Also, the investigation of the gravitational properties of the torus is central

for understanding and interpreting the observational features of Hoag-like ring

galaxies, i.e. star forming rings encircling the bulges of their host galaxies. The

mass of the ring is comparable to that of the galaxy. This means that the

gravitational forces from the ring (thin torus) can play an essential role on

the surrounding matter distribution. Namely, the gap observed in the matter

distribution in ring galaxies may be the result of the existence of an open orbit

region, which arises from the competition between gravitational forces from the

central galaxy and the ring. It is also interesting to investigate the gravitational

lensing effects on systems where the lens is a ring galaxy or an object containing

a massive ring structure. In this case, three Einstein rings can form, which may

provide a criterion for detecting ring structures of a dark matter, the formation

of which may be the result of collisions of a galaxy or clusters of galaxies.

Toroidal structures may form as a result of the presence of instability in different

flows, which may occur in objects with accretion and winds. In this case, the

vortex movement can be essential and lead to the formation of a ring vortex.

In the presence of an axisymmetric flow that can occur for many astrophysical

objects with accretion, the formation of a dipole toroidal vortex is possible. The

dynamics of such a vortex may be nontrivial and depends on the nature of the

flow (converging or diverging); therefore, it is of interest to investigate the motion

of vortexes in order to understand the possible mechanisms of formation for jet

components in astrophysical objects.

The main original results of this dissertation are:

1. It is shown, on the basis of an exact integral expression for the potential of a
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homogeneous circular torus, which is valid at any arbitrary point of space, that the

outer potential of a torus can be represented with high accuracy by the potential

of an infinitely thin ring of the same mass up to the torus surface. Approximate

expressions for the torus potential in its outer and inner regions are obtained. It

is shown that the inner potential of the torus can be represented by the potential

of a cylinder and the term containing the Gaussian curvature of the torus surface

("potential of curvature").

2. A dynamical model of obscuring tori in AGNs is simulated within the

framework of the N-body problem taking into account the gravitational interaction

between the clouds. It is shown that a self-gravitating thick torus in the field of the

central mass remains stable, and the equilibrium cross-section has an oval shape

with Gaussian density distribution, which satisfies observations. It is shown that

the observable geometric thickness of the obscuring torus in the AGNs can be

explained by the motion of clouds in inclined orbits with a range of eccentricities,

which is the result of the gravitational interaction of the central mass and the

clouds in the torus.

3. It is shown that in a gravitational field of a central mass and a gravitating

ring, closed circular orbits exist only to a certain radius corresponding to the last

stable circular orbit, which we call "the outermost stable circular orbit (OSCO)"by

analogy with the ISCO in the relativistic case. There is also a region of unstable

equilibrium — the "Lagrangian circle". The existence of region with non-circular

orbits between the Lagrangian circle and OSCO can explain the observed gap

in the distribution of stellar density in ring galaxies. It is shown that in such a

system there are closed orbits of new types in the meridian plane of the ring.

4. An essential role of the central mass in the stability of systems containing

the gravitating torus is shown. Possible trajectories in the inner potential of the

torus in the presence of a central mass were investigated which showed that there

are at least two types of orbits in the co-moving system: halo and box orbits. It

is shown that the quasi-closed halo-orbit exists in such a system. It is shown that

within the framework of the problem of unperturbed motions, it is possible to

form a torus, which we called "Keplerian torus since it is a generalization of the

Keplerian disk.
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5. It is shown in the framework of the N-body problem that the geometric

thickness of the torus is larger if, in the initial conditions for the particle orbits, we

introduce a distribution of both inclination and eccentricity. It is shown that the

equilibrium distribution of clouds in the torus, achieved due to self-gravity, satisfies

the conditions of obscuration of the accretion disk in the AGNs. It is shown that

the observed dynamics in NGC 1068 can be explained by the peculiarities of the

cloud motions in the torus due to the effects of self-gravity. Temperature of clouds

as a result of heating by radiation of the accretion disk are obtained, which satisfy

the observational data in IR band.

6. The effects of gravitational lensing on the system of a central mass and of

a torus (in the approach of a thin disk with a hole) have been investigated. It

is shown that in this system it is possible the formation of three Einstein rings.

Two Einstein rings arise in a wide range of parameters with significantly different

brightness. One Einstein ring is also formed, which can be identical to the case of

lensing by a point mass, or, on the contrary, it may have a substantial width and

high brightness.

7. It is shown that there are both analogies and qualitative differences in the

dynamics of dipole toroidal vortexes in 3D from the behavior of vortex systems

in the 2D case. In the convergent (accretion) flow, rings as well as their flat

analogues are accelerated. In the case of a dipole toroidal vortex, this result leads

to the component acceleration but the vortexes can collapse for some value of the

flow power. It is shown that the integral of helicity for a toroidal vortex with a

twist and a maximum of the velocity on the vortex generatrix is different from

the known Moffat formula on the numerical coefficient.

8. It is shown that a problem of a pair of vortexes in a radial flow (in 2D case)

allows an exact solution. In the converging flow, the vortexes in the pair approach

each other with increasing speed. The dynamics of a dipole toroidal vortex in a

radial flow in the approximation of four flat vortexes is considered. It is shown

that in this case, the pair components are ejected by the convergent flow with

exponentially increasing speed. It is shown that the main result associated with

the acceleration of the outflows is kept for a more complicated flow (source and

dipole, quadrupole), since the main influence has a monopole component of flow.
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Key words: active galactic nuclea, obscuring torus, ring galaxy, gravitational
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ВСТУП

Обґрунтування вибору теми дослiдження. Астрофiзичнi об’єкти з то-

роїдальними структурами є досить поширеним явищем. Важливим структур-

ним елементом активних ядер галактик (АЯГ) є газопиловий оптично тов-

стий тор, який оточує центральну область активного ядра. Залежно вiд його

орiєнтацiї щодо спостерiгача пояснюється подiл АЯГ (як бiльш потужних

радиогалактик i квазарiв, так i слабших сейфертовських галактик) на рiзнi

типи в межах унiфiкованої схеми, в якiй структура цих об’єктiв однакова. А

саме, центральна надмасивна чорна дiра оточена акрецiйним диском, вiдпо-

вiдальним за бiльш жорстке випромiнювання, в околицi якого генеруються

космiчнi струменi – джети, що породжують радiовипромiнювання. При цьо-

му потужнiсть випромiнювання акрецiйного диска залежить вiд маси чорної

дiри. Газопилової тор в АЯГ називають затiнюючим тором, тому що вiн мо-

же приховувати центральну область АЯГ (2-й тип – радiогалактики та Sy2)

або, навпаки, випромiнювання акрецiйнного диска може бути доступно спо-

стерiгачевi (1-й тип – квазари та Sy1). Пиловi тори в АЯГ вiдiграють iстотну

роль, поставляючи речовину в акрецiйний диск, що забезпечує значне енер-

говидiлення центральних областей активних галактик. Маючи малi вiдноснi

масштаби та з урахуванням вiддаленостi АЯГ, довгий час затiнюючi тори не

були доступнi прямим спостереженнями. Пряме виявлення тора в найближ-

чих до нас сейфертовських галактиках стало можливим завдяки технологiч-

ним досягненням, а саме, використанню IЧ- камери MIDI на VLT i вступу в

дiю найбiльшого радiоiнтерферометра ALMA, що працює в мiлiметровiй об-

ластi спектра. Результати спостережень пiдтвердили геометричну товщину

тора та його значну масу. Ще починаючи з iдеї унiфiкованої схеми, запро-

понованої Р. Антонуччi, обговорювалися механiзмi, якi здатнi пояснити гео-

метрично товсту форму тора. Значна маса тора показала, що необхiдно вра-

ховувати його гравiтацiйнi властивостi. Урахування самогравiтацiї тора для

iнтерпретацiї спостережних даних обговорювалося давно, проте гравiтацiй-

нi властивостi тора практично не дослiджувалися навiть у межах класичної

теорiї потенцiалу. Питання, що пов’язанi з формуванням, стабiльнiстю, дина-
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мiкою речовини в торi є найбiльш важливими для розумiння фiзичних вла-

стивостей АЯГ. Тут важливий як аналiтичний пiдхiд, так i сучаснi чисельнi

методи, що здатнi моделювати гравiтуючi системи, якi складаються з вели-

кого числа об’єктiв. Знання гравiтацiйних властивостей тора також важливо

для дослiдження кiльцевих галактик. Яскравим представником кiльцевих га-

лактик є об’єкт Хога, який складається з центральної галактики та кiльця

зореутворення. В галактиках типу об’єкта Хога маса кiльця порiвнянна з ма-

сою центральної галактики, що також свiдчить про необхiднiсть врахування

гравiтацiйних властивостей тора. Вiдзначимо, що кiльце є окремим випадком

тора, коли його малий радiус iстотно менше великого. Зiткнення зоряних i га-

лактичних систем може призводити до формування кiлець темної матерiї, якi

можуть залишатися стабiльними протягом досить довгого часу. Працюючи

як гравiтацiйнi лiнзи, вони можуть приводити до важливих ефектiв, вивчен-

ня яких у свою чергу може пролити свiтло на розподiл речовини, включаючи

темну матерiю, в об’єктах, що мiстять кiльцевi структури. Як рухається ре-

човина в тороїдальних об’єктах, що являють собою суцiльне середовище, але

при цьому характеризуються iстотною гравiтацiєю, також залишається вiд-

критим. Скорiш за все, iстотну роль тут може грати не тiльки орбiтальний

рух, який врiвноважує стиснення тора вздовж великого радiуса, але й вихро-

вий рух, здатний компенсувати стиск вздовж малого радiуса за рахунок на-

явностi вiдцентрових сил. Таким чином, дослiдження тороїдальних вихорiв

можливо дасть змогу зрозумiти рух в торi як гравiтуючому об’єктi.

З iншого боку, наявнiсть осесиметричної течiї в протилежних напрямках

у багатьох астрофiзичних об’єктах на малих масштабах може призводити до

формування тороїдальних вихорiв. Динамiка тороїдальних вихорiв в таких

спецiальних системах може показувати цiкавi властивостi, такi як викид вих-

рових компонент. Це в свою чергу може бути використано як додатковий

механiзм виникнення компонент викидiв в об’єктах, де величини магнiтно-

го поля недостатньо для забезпечення значних викидiв. Все це показує, що

дослiдження тороїдальних структур в межах задач класичної теорiї потен-

цiалу та гiдродинамiки, а також з використанням чисельних експериментiв та

встановлення їх взаємодiї з iншими компонентами в астрофiзичних об’єктах
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є актуальними до теперiшнього часу. Такi дослiдження дадуть можливiсть

виявити новi фiзичнi властивостi цих об’єктiв i, вiдповiдно, iнтерпретувати

багато спостережних даних щодо астрофiзичних об’єктiв з тороїдальними

структурами.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.Дисер-

тацiйна робота виконана у вiддiлi Мiлiметрової астрономiї та у в вiддiлi Кос-

мiчної радiофiзики Радiоастрономiчного iнституту НАН України та є скла-

довою частиною наступних проектiв:

� "Розповсюдження та розсiяння електромагнiтних хвиль в навколоземно-

му та космiчному середовищах"№ держреєстрацiї 0111U000062

� "Фундаментальнi властивостi фiзичних систем мiкро- i макросвiту"№

держреєстрацiї 0109 U 005856 (2009 — 2010 рр.)

� "Дослiдження космiчної речовини методами багатохвильової радiоспек-

троскопiї"№ держреєстрацiї 0107U001043 (2007 — 2009 рр.)

а також сумiсно в НДI астрономiї Харкiвського нацiонального унiверситету

iменi В.Н.Каразiна в рамках бюджетных тем:

� "Астрофiзика позагалактичних об’єктiв: гравiтацiйно-лiнзованi кваза-

ри та активнi ядра галактик" № держреєстрацiї 0119U002528 (2019 —

2021 рр.), вiдповiдальний виконавець

� "Дослiдження гравiтацiйних лiнз: космологiчнi параметри та фiзика

позагалактичних об’єктiв" № держреєстрацiї 0116U000829 (2016 — 2018

рр.), вiдповiдальний виконавець

Автор був керiвником гранту НАН України для молодих вчених "Взаимо-

действие остатка сверхновой с молекулярным облаком"(2009 — 2010 рр.)

Автор також взяв участь у цiльовiй програмi НАН України "Астрофiзичнi

та космологiчнi проблеми прихованої маси i темної енергiї Всесвiту" (шифр

"Космомiкрофiзика")

� № держреєстрацiї 0107U007813 (2007 — 2009 рр.);

� № держреєстрацiї 0110U004538 (2010 р.);
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� № держреєстрацiї 0111U003978 (2011 р.).

Мета та завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є дослiд-

ження гравiтацiйних i гiдродинамiчних властивостей тороїдальних структур

в астрофiзичних об’єктах i використання результатiв для iнтерпретацiї спо-

стережних даних активних ядер галактик, квазарiв, кiльцевих галактик. Для

досягнення поставленої мети сформульованi наступнi ключовi задачi:

� дослiдити динамiку вихорiв в радiальному потоцi в 2D i 3D випадках

для рiзного типу течiї та з урахуванням орбiтального руху в вихорi;

� отримати новий iнтегральний вираз для гравiтацiйного потенцiалу то-

ра та знайти аналогiї з потенцiалами елементарних тiл;

� отримати аналiтичнi наближенi вирази потенцiалу тора в зовнiшнiй

та внутрiшнiй областях, зручнi для їх використання в задачах динамiки

галактик;

� дослiдити динамiку частинки в зовнiшньому гравiтацiйному потенцiалi

тора з урахуванням центральної маси та розв’язати задачу про iснування

стiйких i замкнутих орбiт;

� запропонувати вирiшення проблеми спостережуваної щiлини мiж цен-

тральною галактикою та кiльцем в кiльцевих галактиках типу об’єкта

Хога;

� розв’язати задачу про знаходження рiвноважної форми самогравiтую-

чого тора в гравiтацiйному полi центральної маси та провести чисельнi

експерименти для рiзних початкових умов i параметрiв системи в межах

задачi N тiл;

� вирiшити проблему спостережуваної геометричної товщини газопило-

вого тора в активних ядрах галактик;

� отримати основнi фiзичнi характеристики для газопилового тора в ме-

жах унiфiкованої моделi активного ядра галактики: взаємодiя з джетами,

пiдживлення акрецiйного диска, зовнiшня акрецiя;
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� дослiдити ефекти гравiтацiйного лiнзування для системи, де лiнзою є

кiльцева галактика (тор i центральна маса).

Об’єктом дослiдження є затiняючi газопиловi тори активних ядер га-

лактик, кiльцевi галактики.

Предметом дослiдження є динамiка в гравiтацiйному полi тора та цен-

тральної маси, стабiльнiсть самогравiтуючого тора, випромiнювання торiв i

джетiв, динамiка тороїдальних вихорiв та їх роль у формуваннi компонент

джетiв, ефекти гравiтацiйного лiнзування.

Методи дослiдження. Для розв’язання поставлених задач використову-

валися аналiтичнi обчислення, методи математичної фiзики, чисельне моде-

лювання, алгоритми задачi N тiл з використанням технологiї CUDA пара-

лельних обчислень на GPU, метод трасування променiв.

Наукова новизна одержаних результатiв.

1. На пiдставi отриманого нового виразу для гравiтацiйного потенцiалу то-

ра вперше показано, що зовнiшнiй потенцiал тора представляється потенцiа-

лом нескiнченно тонкого кiльця тiєї ж маси аж до поверхнi тора, а вiдмiнностi

iснують поблизу його осi симетрiї та залежать вiд геометричного параметра.

2. Вперше показано в межах задачi N тiл, що самогравiтуючий товстий

тор в полi центральної маси залишається стабiльним, а рiвноважний перетин

має форму овалу з гаусовим розподiлом густини.

3. Вперше виявлено iснування областi некругових орбiт мiж колом Лагран-

жа та останньою стiйкою круговою орбiтою, що здатне пояснити спостережу-

вану щiлину в розподiлi зоряної густини в кiльцевих галактиках.

4. Виявлено новi аспекти ролi центральної маси в стабiльностi самогравiту-

ючого тора. Вперше показано, що у потенцiалi тора при наявностi централь-

ної маси iснують як регулярнi, так i замкненi орбiти нових типiв. Показана

можливiсть формування стiйкого тора Кеплера, який є узагальненням кепле-

ровского диска.

5. Вперше побудовано динамiчну модель затiнюючого тора в активних яд-
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рах галактик та показано, що спостережувану динамiку ядра галактики NGC

1068 можна пояснити особливостями руху хмар в торi за рахунок ефектiв са-

могравiтацiї.

6. Вперше показано, що в гравiтацiйно-лiнзовiй системi "центральна ма-

са та тор" формується одно, два або три кiльца Ейнштейна в залежностi

вiд поверхневої густини в диску, що дозволить iдентифiкувати тороїдальнi

структури при пошуку лiнзових систем в iснуючих та нових оглядах неба.

7. Вперше виявлена принципова рiзниця мiж динамiкою кiльцевих вихорiв

в радiальному потоцi в 2D та 3D випадках, а саме, в достатньо потужному ак-

рецiйному потоцi вiдбувається колапс вихору. Показано, що спiральнiсть для

вихору з закруткою (орбiтальним рухом) вiдрiзняється вiд вiдомої формули

Моффата для зачеплених вихорiв.

8. На пiдставi отриманого аналiтичного рiшення задачi динамiки кiльцевих

вихорiв в радiальному потоцi у 2D та 3D випадках показано, що вихори при-

скорюються акрецiйним потоком та викидаються в протилежних напрямках,

формуючи компоненти джетiв в активних ядрах галактик.

Практичне значення отриманих результатiв. Дослiдження гравiта-

цiйного потенцiалу тора, що проведенi в данiй дисертацiї, дають можливiсть

значно спростити багато задач, де необхiдне урахування гравiтацiйного поля

тора. Отриманi наближенi вирази для потенцiалу тора в зовнiшнiй та внут-

рiшнiй областях можна використовувати в задачах динамiки, фактично зво-

дячи цi задачi до аналiтичного розгляду. Результати дослiдження динамiки

в гравiтацiйному полi тора та центральної маси можна використовувати для

iнтерпретацiї спостережних даних в кiльцевих галактиках, а саме за спосте-

режними розмiрами щiлини в об’єктах типу об’єкту Хога можна оцiнювати

вiдносну масу кiльця. Отриманi аналiтичнi вирази можна використовувати

в майбутньому для подiбного аналiзу при наявностi значних статистичних

даних для кiльцевих галактик. Крiм того, iснування кола Лагранжа й OSCO

орбiти в таких системах i аналогiя з ISCO в релятивiстських системах роз-

ширює загальне розумiння гравiтацiйних властивостей таких систем. Запро-
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понований тор Кеплера, як узагальнення диска Кеплера, може становити

iнтерес навiть у межах навчальних програм. Тор Кеплера дуже зручний для

того, щоб навчати студентiв моделювати системи з великою кiлькiстю части-

нок, прищепити вмiння використовувати кеплерiвськi елементи та зрозумiти

зручнiсть супутньої системи координат. Результати, що пов’язанi з чисель-

ним моделюванням тора, мають широке застосування, оскiльки в принципi

показано, що подiбнi структури можуть бути стабiльнi, а дослiджена дина-

мiка дає можливiсть iнтерпретувати як наявнi на даний момент данi спо-

стережень, так i тi, якi будуть отриманi з великою роздiльною здатнiстю в

майбутньому. Динамiчна модель затiнюючого тора з урахуванням його са-

могравiтацiї, яка запропонована в дисертацiї, дозволяє використовувати її

для iнтерпретацiї спостережуваних особливостей динамiки пилових торiв в

активних ядрах галактик. При цьому можливо пояснити не тiльки геомет-

ричну товщину тора в АЯГ, але також i наявнiсть некеплерiвського руху.

Результати дослiдження кiльцевих вихорiв можуть бути використанi як до-

датковий механiзм формування компонент джетiв. Результати, що пов’язанi

з гравiтацiйним лiнзуванням, можна використовувати для iнтерпретацiї спо-

стережень, де присутнi бiльше нiж одне кiльце Ейнштейна або радiально ви-

тягнутi зображення. Це, у свою чергу, дасть можливiсть вiдновити розподiл

речовини в гравiтацiйних лiнзах, якi мiстять кiльцевi структури. Успiшнiсть

застосування методiв машинного навчання для пошуку нових гравiтацiйних

лiнз за сучасними оглядам неба, з урахуванням виявлених ефектiв лiнзуван-

ня на розглянутої ситеме, дозволять використовувати їх в майбутньому (при

вступi до ладу космiчних телескопiв LSST i Euclid) для пошуку об’єктiв з

тороїдальними (кiльцевими) структурами.

Особистий внесок автора є вагомим на всiх етапах. Роботи [4, 73] авто-

ром написанi самостiйно. У роботах [74, 75, 76, 77, 78, 79, 80, 81, 82, 6, 83, 84],

де здобувач є першим автором, вiн брав активну участь у постановках задач,

виконав частину аналiтичних обчислень та чисельних моделювань, аналiз

результатiв, брав участь у написаннi та пiдготовцi статей до публiкацiї, а

також у вiдповiдях рецензентам. В роботi [222] автором проведенi чисельнi
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експерименти з вибору орбiти супутника та розрахунки змiн елементiв обра-

ної орбiти, пiдготовленi вiдповiднi частини статей. В [61] автором проведенi

числовi розрахунки стiйкостi орбiти супутника та пiдготовленi вiдповiднi ча-

стини статей. В роботi [203] автор брав участь в постановцi задачi, виконав

частину аналiтичних i чисельних розрахункiв, обговорював результати робо-

ти та запропонував астрофiзичну iнтерпретацiю, а також пiдготував текст

статтi. В роботi [57] автор брав участь в обговореннi iдеї статтi, провiв чи-

сельнi моделювання задачi N тiл для самогравiтуючого тора, написав вiдпо-

вiдний роздiл статтi. В роботах [183, 184] автор брав участь в формулюваннi

задачi, аналiтичних розрахунках, в обговореннi промiжних i фiнальних ре-

зультатiв, в написаннi тексту статтi. В роботах [225, 220] автор брав участь у

обговореннi постановки задачi, аналiзу промiжних i фiнальних результатiв.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної роботи

представленi у 35 доповiдях на таких вiтчизняних i мiжнародних наукових

конференцiях:

� Second Italy-Ukraine Meeting in Astronomy "Multiwavelength

Astrophysics from Radio to Gamma Rays" (Kharkiv, Ukraine, 23-25

September, 2018);

� Italy-Ukraine Meeting in Astronomy (Rome, Italy, 22 March, 2018);

� International Conference "Quasars at all epochs" (Padova, Italy, 2-7 April,

2017);

� ХVIII Мiжнародний симпозiум "Методи дискретних особливостей в

задачах математичної фiзики" , (Харкiв, Україна, 26–28 червня, 2017);

� XIII Мiжнароднa конференцiя "Фiзичнi явища в твердих тiлах" (Хар-

кiв, Україна, 5-8 грудня, 2017);

� International Gamow conference "Astronomy and beyond" (Odessa,

Ukraine, 13-20 August, 2017) - 2 доповiдi;

� XXXIII Всеросийской конференции "Актуальные проблемы внегалак-

тической астрономии" (Пущино, Россия, 19-22 апреля, 2016);
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� International conference "All wave astronomy. Shklovsky-100" (Moscow,

Russia, 20-22 June, 2016);

� International conference "MULTI-SPIN GALAXIES-2016" (Nizhnij

Arkhyz, Russia, 26-30 September, 2016);

� 5-th Gamov Memorial International Conference dedicated to 111-th

anniver sary of George Gamov "Astrophysics and cosmology after Gamov:

progress and perspectives" (Odessa, Ukraine, 16–23 August, 2015);

� Конференция "Актуальные проблемы внегалактической астрономии"

(Россия, Пущино, 22-25 апреля, 2014) - 2 доповiдi;

� international conference "The European Week of Astronomy and Space

Science" (Switzerland, Geneva, 30 June - 4 July, 2014) - 2 доповiдi;

� Международная конференция "Астрофизика высоких энергий"

(Москва, Россия, 22-25 декабря, 2014);

� Participation in trimester "N body gravitational dynamical systems From

N=2 to infinity..." in Henri Poincaré Institute, Part of trimester "Dynamics

and kinetic theory of self-gravitating systems"(Paris, France, 20 Octoder -3

November, 2013);

� International Workshop "Dynamics and kinetic theory of self-gravitating

systems" (Paris, France, 4-8 November, 2013);

� Международная конференция "Современные проблемы математики и

её приложения в естественных науках и информационных технологиях"

(Харьков, Украина, 1-31 мая, 2012);

� International Conference "Astronomy and Space Physics" (Kyiv, Ukraine,

22-25 May, 2012);

� International Astronomical Gamow Conference (Odessa, Ukraine,August

20-26, 2012);

� XXIX конференция "Актуальные проблемы внегалактической астро-

номии" (Пущино, Россия, 17-19 апреля, 2012);
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� Всеросийсской астрономической конференции "Астрофизика высоких

энергий сегодня и завтра" (Москва, Россия, 24-27 декабря, 2012);

� Международная конференция "Современные проблемы математики и

её приложения в естественных науках и информационных технологиях"

(Харьков, Украина, 2011);

� XIX Научная сессия Совета РАН по нелинейной динамике (Москва,

Россия, 20-21 декабря, 2010);

� Всероссийская астрономическая конференция "От эпохи Галилея до

наших дней" (Нижний Архыз, Россия, 12-19 сентября, 2010) - 2 доповiдi;

� 10-th International Gamow’s Summer School (Odessa, Ukraine, 23-28

August, 2010) - 2 доклада;

� XVIII Научная сессия Совета РАН по нелинейной динамике (Москва,

Россия, декабрь, 2010);

� Конференции "Актуальные проблемы внегалактической астрономии"

(Пущино, Россия, 21 – 23 апреля, 2009);

� Научная сессия Совета по нелинейной динамике РАН (Москва, Россия,

22-23 февраля, 2008);

� Конференции "Астрофизика высоких энергий сегодня и завтра"

(Москва, Россия, 24-26 декабря, 2007);

� International Lyapunov Memorial Conference (Kharkiv, Ukraine, 24-30

June, 2007);

� XXXVII Young European Radio Astronomers Conference (Bordeaux,

France, 4-7 September, 2007);

� 24ая конференция "Актуальные проблемы внегалактической астроно-

мии" (Пущино, Россия, 24-26 апреля 2007) - 2 доклада;

� XIX Научная сессия Совета РАН по нелинейной динамике (Москва,

Россия, декабрь, 2006).



39

Публiкацiї. Результати дисертацiї опублiкованi у 63 наукових працях: 21

статтi у мiжнародних i вiтчизняних виданнях, 10 — у працях конференцiй та

32 тезисiв конференцiй.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiйна робота складається зi

вступу, восьми роздiлiв, висновкiв та списку використаних джерел. Загальний

обсяг роботи складає 337 сторiнки. Дисертацiя мiстить 128 рисункiв, 3 таблицi

та список використаних джерел з 244 найменувань на 24 сторiнках.
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РОЗДIЛ 1

ТОРОЇДАЛЬНI СТРУКТУРИ В АСТРОФIЗИЧНИХ
ОБ’ЄКТАХ (ОГЛЯД)

Деякi астрофiзичнi об’єкти виявляють тороїдальнi структури. Такими є

кiльцевi галактики, де навколо центральної галактики спостерiгається кiль-

це зореутворення. У АЯГ це газопиловi тори, якi вiдiграють iстотну роль в

пiдживленнi акрецiйного диска i забезпечують спостережувану високу свiт-

нiсть АЯГ. Подiбнi тороїдальнi структури можуть мати значну масу i, отже,

створювати iстотне гравiтацiйне поле, впливаючи на динамiку речовини. Iн-

ший тип — це кiльцевi вихори, якi можуть виникати в результатi нестiйкостi в

акрецiйному потоцi при наявностi пiдкручення. Також подiбнi вихори можуть

формуватись в атмосферах планет. Тороїдальнi структури як астрофiзичнi

об’єкти стали дослiджуватися недавно завдяки прориву в областi спостереж-

ної астрономiї, тому багато питань ще залишаються вiдкритими. У цьому

роздiлi будуть розглянутi данi спостережень i теоретичнi моделi, пов’язанi з

тороїдальними структурами в рiзних астрофiзичних об’єктах.

1.1 Газопиловi тори в АЯГ

1.1.1 Унiфiкована схема АЯГ: передумови

Активнi ядра галактик (АЯГ) мiстять чотири основнi класи об’єктiв: сей-

фертiвськi галактики, радiогалактики, квазари i блазари. Головною особ-

ливiстю АЯГ є потужне випромiнювання, яке генерується в центральних об-

ластях i пов’язане з процесом акрецiї речовини на надмасивну чорну дiру

(НМЧД). Крiм того, в АЯГ виявляються протяжнi структури — джети, якi

формуються в околицi чорної дiри i можуть досягати величезних масштабiв,

виходячи за межi батькiвської галактики. АЯГ характеризуються потужним

випромiнюванням, яке часто можна порiвняти з еддiнгтонiвською свiтнiстю,

яка є граничною свiтнiстю для АЯГ. Межа на свiтнiсть виникає з простих фi-

зичних мiркувань. Для роботи центральної машини необхiдно, щоб реалiзо-

вувалася акрецiя речовини на центральну надмасивну чорну дiру. При цьому
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акрецiйний диск, що формується, є джерелом випромiнювання i, вiдповiдно,

виникає сила тиску випромiнювання (Facc), яка працює проти сил гравiтацiї

(Fgr). Таким чином, акрецiя може здiйснюватися, якщо сила тиску випромi-

нювання менша вiд сил гравiтацiї з боку центральної чорної дiри. Рiвнiсть

Facc = Fgr i дає верхню межу на випромiнювання АЯГ (еддiнгтонiвська свiт-

нiсть LEdd), яка залежить тiльки вiд маси чорної дiри:

LEdd = 1038
M

M�
ерг/с, (1.1)

де M – маса НМЧД, M� – маса Сонця. Таким чином, знаючи спостережува-

ну свiтнiсть АЯГ можна оцiнити масу НМЧД. З iншого боку, якщо можли-

во оцiнити масу НМЧД iншими способами (по ширинi лiнiй або по кривим

обертання на пiдставi мазерного випромiнювання), то з урахуванням (1.1)

можна оцiнити, яку частку вiд еддiнгтонiвської свiтностi становить спосте-

режна свiтнiсть. Отже, можна отримати iнформацiю про темп акрецiї. Дiйс-

но, з вiдомої формули зв’язку маси спокою з енергiєю E = Mc2, формально

роздiливши лiву i праву частину на масштаб часу, i враховуючи коефiцiєнт

ефективностi перетворення маси спокою у випромiнювання η, ми отримуємо

вiдомий зв’язок мiж свiтнiстю L i темпом акрецiї речовини Ṁ = dM/dt на

НМЧД:

L = ηṀc2. (1.2)

Коефiцiєнт η ≈ 0.4 в (1.2) набуває максимального значення для механiз-

му дискової акрецiї речовини на керрiвську чорну дiру [62], що i є одним з

основних аргументiв пояснення потужного енерговидiлення в АЯГ. З вище-

сказаного зрозумiло та з (1.1), що в залежностi вiд маси НМЧД активнi ядра

будуть мати рiзну свiтнiсть. Так, наприклад, енерговидiлення квазарiв, радiо-

галактик i блазарiв пов’язано з генерацiєю випромiнювання в гравiтацiйному

полi НМЧД великих мас, аж до 1010M� [224]. У той час як сейфертiвськi

галактики належать до класу об’єктiв, в яких маси НМЧД менше i, отже,

свiтнiсть цих об’єктiв нижче.

Найближчими i найбiльш вивченими АЯГ є сейфертiвськi галактики. Свiт-

нiсть центральної компактної областi типової сейфертiвської галактики може

досягати 30 вiдсоткiв вiд свiтностi всiєї зоряної складової галактики i кiлька
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десяткiв вiдсоткiв вiд еддiнгтонiвської свiтностi. Однак, незважаючи на наяв-

нiсть загальних ознак сейфертiвських галактик, в їх спектрах спостерiгають-

ся й iстотнi вiдмiнностi. У деяких з них (Sy1) виявляються вузькi i широкi

емiсiйнi лiнiї i надлишок випромiнювання в УФ/оптичному дiапазонi. У той

час як в iнших сейфертiвських галактиках (Sy2) спостерiгаються тiльки вузь-

кi лiнiї i надлишок випромiнювання в IЧ дiапазонi (див., наприклад, огляди

[106, 191, 192, 197]). Широкi лiнiї формуються в хмарах, якi розташованi по-

близу акрецiйного диска, а швидкостi їх руху можуть досягати 10000 км/с

[191]. Вузькi лiнiї формуються в хмарах, якi рухаються з меншими швидко-

стями, а область формування таких лiнiй може досягати значних вiдстаней —

вiд 10 пк до 100 пк. У астрофiзичну термiнологiю увiйшли такi скорочення,

як BLR — Broad Line Region (область формування широких лiнiй) i NLR —

Narrow Line Region (область формування вузьких лiнiй). Зi спостережних да-

них i моделювання випливає, що швидкi хмари мають маси порядку 10−8M�,

в той час як повiльнi хмари бiльш масивнi i, можливо, значення маси досягає

∼ 10M� [191]. Першi спостереження хмар (BLR), що знаходяться поблизу

НМЧД у квазарi 3C 273, були отриманi на VLTI з використанням нової каме-

ри GRAVITY, яка має настiльки високу чутливiсть, що здатна зареєструвати

випромiнювання хмар на масштабах акрецiйного диска з радiусом 150 свiт-

лових днiв [147] (вiдстань до 3С 273 близько 550 Мпк).

При дослiдженнi континууму i емiсiйних лiнiй в найближчiй до нас сейфер-

тiвськiй галактицi NGC1068 (Sy2 тип) Р. Антонуччi i Дж. Мiллер виявили,

що в розсiяному (поляризованому) свiтлi з’являлися широкi емiсiйнi лiнiї,

тобто ядро NGC 1068 демонструвало властивостi Sy1 типу [69]. Тому автори

висловили припущення, яке послужило базисом для унiфiкованої схеми, про

те, що центральна машина оточена оптично товстим тором. Вiн блокує пря-

ме випромiнювання вiд акрецiйного диска, що у властивостях виявляється як

Sy2 тип, якщо тор видно з ребра. Але в поляризованому свiтлi, який прихо-

дить до спостерiгача за рахунок розсiювання, виявляються властивостi Sy1,

що говорить про одну й ту ж фiзичну природу ядер цих галактик. Фактич-

но вже в цiй роботi Р. Антунуччi i Дж. Мiллер узагальнили цi властивостi

на всi сейфертiвськi галактики. Але повнiстю унiфiкована схема (УС) була
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сформульована та обґрунтована в роботi [70].

Таким чином, iдея УС заснована на твердженнi, що структура сейфер-

тiвських галактик 1 i 2 типiв однакова, а вiдмiннiсть виникає внаслiдок рiз-

ної орiєнтацiї газопилового оптично товстого тора щодо спостерiгача. Таким

чином, якщо тор видно з ребра, то вiдбувається повне затiнення центральної

машини (випромiнювання акрецiйного диска) i областi формування широких

емiсiйних лiнiй ("тип 2"). При цьому спостерiгається надлишок в IЧ спектрi,

пов’язаний з випромiнюванням пилового тора. Навпаки, якщо тор орiєнтова-

ний пiд досить великим кутом до променя зору, випромiнювання акрецiйного

диска (надлишок в оптичнiй або УФ областi спектра) i область формування

широких лiнiй стають доступними спостерiгачевi ("тип 1"). Тобто центральна

Рис. 1.1. Рисунки з роботи [233]. Верхнiй: структура АЯГ в рамках УС. Ниж-
нiй: таблиця типiв АЯГ з розподiлом за їх властивостями. Тут включенi як
радiотихi, так i радiогучнi АЯГ.
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машина в таких об’єктах захована усерединi пилового тора, тому iнодi подiбнi

об’єкти називають Hidden Broad Line Region (HBLR), вiдрiзняючи їх вiд АЯГ,

в яких активнiсть пов’язана з вибуховими процесами, якi виникають при вза-

ємодiї iз зоряним оточенням. Дiйсно, деякi об’єкти можуть не задовольняти

УС, тобто вiдсутнiсть широких лiнiй може бути пов’язана з фiзичними про-

цесами, що вiдбуваються в ядрi. Такi об’єкти називають non-HBLR, i, скорiш

за все, вони знаходяться на стадiї злиття [230]. Таким чином, два класи цих

об’єктiв (HBLR i non-HBLR) можуть являти собою активнi ядра на рiзнiй

стадiї еволюцiї.

Надалi унiфiковану схему поширили на радiогучнi АЯГ: радiогалактики,

квазари i блазари [233], хоча ранiше передумови для узагальнення УС на

радiогучнi АЯГ були зробленi в [68]. На рис. 1.1 представленi оригiнальнi

рисунки з роботи M. Урри i П. Падованi [233]. Верхнiй рисунок, який пред-

ставляє унiфiковану схему активного ядра, є найбiльш цитованим. Iснують

його рiзнi варiанти в кольорi, але ми спецiально приводимо його першу вер-

сiю. Точки поблизу центральної областi символiзують швидко рухомi хмари,

якi формують BLR, а кола з великим дiаметром i розташованi далi — хмари,

що рухаються з меншою швидкiстю, де формуються NLR. У центрi розта-

шована НМЧД, оточена акрецiйним диском, який в свою чергу оточений

газопиловим тором. На цiй схемi тор зображений менш товстим, в порiвняннi

зi схемою на рис. 1.2. Також показанi джети, якi розташованi перпендику-

лярно екваторiальнiй площинi тора. На рис. 1.1 представлена також таблиця

АЯГ, якi класифiкованi за їх спостережуваними ознаками. В першу чергу це

класифiкацiя за потужнiстю випромiнювання в радiодiапазонi на два класи:

радiогучнi i радiотихi АЯГ, а також по спостережуванiй ширинi лiнiй в спек-

трах. Зауважимо, що тут також присутня номенклатура радiогучних АЯГ,

а саме радiогалактики, якi, в свою чергу, подiляються на два класи FR I i

FR II (класифiкацiя Фанарофф–Райлi) по спостережуваному розподiлу ра-

дiовипромiнювання в джетах. Так, якщо джет колiмований i закiнчується

радiолобами (з гарячими плямами на головнiй ударнiй хвилi), то такi радiо-

галактики вiдносять до FR I типу. I, навпаки, якщо iнтенсивнiсть джетiв мак-

симальна до ядра з подальшим спаданням на периферiї, то це FR II. Також
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в таблицi присутнi класи АЯГ, такi як NLRG (Broad-Line Radio Galaxies) i

BLRG (Broad-Line Radio Galaxies). Сучасне уявлення унiфiкованої схеми, яка

включає всi класи АЯГ, показано на рис. 1.2 з роботи [105].

Рис. 1.2. Схема активного ядра галактики в рамках унiфiкованої схеми з
роботи [105].

Таким чином, УС впорядкувала рiзноманiття АЯГ, що виявляється рiз-

ними спостережними ознаками, а також прояснила основнi фiзичнi процеси,

що призводять до цього рiзноманiття. Ключову роль в УС грає газопило-

вий тор, який також називають затiнюючим. Зi статистичних даних випли-

вало, що для пояснення спостережуваних властивостей активних ядер, тор

повинен бути геометрично товстим [216]. Геометрично товстий газопиловий

тор, який здатний iснувати протягом довгого часу, здавався неймовiрним

об’єктом. Припускаючи, що тор складається з суцiльного середовища, вiн

повинен вироджуватися в диск. Гiпотеза про iснування подiбних об’єктiв в

центральних областях АЯГ довгий час зазнавала критики, велися пошуки

механiзмiв, якi здатнi пiдтримувати подiбну геометрично товсту структуру

(див. роздiл 1.1.7). Але важливим кроком в затвердженнi цiєї гiпотези стали

першi прямi спостереження затiнюючих торiв в найближчих до нас АЯГ.
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1.1.2 Спостереження тора в NGC 1068 за допомогою VLTI

Затiнюючий тор в АЯГ складається в основному з пилу (сумiш силiкатiв

i графiту), тому максимум його випромiнювання припадає на iнфрачерво-

ну (IЧ) область спектра. Ця область є не дуже зручною для спостережень,

оскiльки роздiльна здатнiсть падає з довжиною хвилi, а масштаби затiнюю-

чих торiв досить малi (близько парсека). З урахуванням вiддаленостi галак-

тик, це знаходиться на межi роздiльної здатностi в iнфрачервонiй областi.

Саме тому, для дослiдження затiнюючих торiв в АЯГ потрiбнi телескопи з

великим дiаметром дзеркала, в тому числi i оптичнi iнтерферометри, такi як

VLTI (чотири 8-метрових телескопа, розташованих в Чилi високо в горах).

Рис. 1.3. (а) Оптичне зображення Sy2 галактики NGC 1068, отримане за до-
помогою телескопа Хаббл. Чорна рамка вказує положення активного ядра.
(б) Зображення NGC 1068 отримане одним телескопом VLTI за допомогою
iнфрачервоної камери MIDI на довжинi хвилi 8.7 мкм. Показана структура
пилу на арксекундних масштабах. (с) Розподiл температури в ядрi NGC 1068,
який мiстить гарячу компоненту (жовта область) i бiльш протяжну теплу
компоненту (червона область). Всi три рисунки наведено з роботи [163].

Створення нової камери, що працює в ближньому IЧ дiапазонi (MIDI), доз-

волило значно полiпшити роздiльну здатнiсть в цiй областi спектра i отрима-

ти новi данi спостережень для найближчої до нас Sy2 галактики NGC 1068

[163]. Те, що ця галактика вiдноситься до АЯГ 2-го типу, означає, що для

спостерiгача тор видно з ребра, i таким чином вiн закриває акрецiйний диск.

Галактика NGC 1068, як уже згадувалося вище, є однiєю з найбiльш вивчених

галактик та знаходиться на вiдстанi 14.4 Мпк (z = 0.0037, 1 arcsec вiдповi-

дає 70 пк). Один телескоп VLT забезпечує роздiльну здатнiсть в 100 мiл-

лiарксекунд, що, з урахуванням вiдстанi до галактики, становить в лiнiйних
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масштабах 7 пк. Просторова роздiльна здатнiсть двох телескопiв в режимi iн-

терферометрiї VLTI близько 10 мiллiарксекунд на довжинi хвилi 10 мкм, що

дозволило зареєструвати теплове випромiнювання вiд пилу, що приходить до

нас з масштабiв менше 1 пк в NGC 1068. Виявлений розподiл IЧ випромiню-

вання задовольняє двохкомпонентнiй моделi (рис. 1.3): гаряча (центральна)

з температурою T = 800 K i тепла з T = 300 K. Гаряча компонента має

наступнi розмiри: довжина 1.35 пк, а ширина 0.45 пк; масштаби теплої ком-

поненти — 3× 4 пк. Спостереження пiдтвердили геометричну товщину тора

для NGC1068: вiдношення висоти до великого радiуса тора h/r � 0.6. Пе-

редбачається, що гаряча центральна компонента – це внутрiшня межа тора,

нагрiта випромiнюванням вiд акрецiйного диска, а тепла компонента – це без-

посередньо тiло тора [205, 212, 122]. Спостереження внутрiшньої областi тора

означає, що розподiл речовини в ньому iстотно неоднорiдний, тобто близько

до клочкової структурi. Таким чином, випромiнювання вiд внутрiшньої гра-

ницi тора, яка безпосередньо нагрiвається випромiнюванням вiд акрецiйнного

диска, може проникати мiж хмарами, якi, по всiй видимостi, складають ос-

новний об’єм тора.

Через кiлька рокiв були проведенi повторнi спостереження тора в

NGC 1068 на тому ж iнструментi (VLTI/MIDI) з кращою якiстю [205]. У цiй

же роботi проводилися порiвняння зi спостереженнями в iнших дiапазонах.

Так, було виявлено, що гаряча компонента колiнеарна з диском мегамазер-

ного випромiнювання H2O (див. роздiл 1.1.4), а кут мiж площиною диска

i вiссю радiоджета становить ∼ 45◦ (рис. 1.4), що є нетиповим випадком,

оскiльки орiєнтацiя джета повинна збiгатися з вектором кутового моменту

в диску. У цiй же роботi були запропонованi iнтерпретацiї неортогонально-

стi мазерного диска i осi джета. Перша з них – це вплив самогравiтацiї на

тонкий диск, яка в рамках моделi [176] призводить до вигнутого диску i до

субкеплерiвських швидкостей в ньому. Друга iнтерпретацiя пов’язана з аси-

метрiєю у зовнiшнiй акрецiї. Така асиметрiя, у свою чергу, може бути резуль-

татом недавнього злиття (minor merging) [144]. Спостереження в K-смузi на

NTT (ESO New Technology Telescope) показали [228], що динамiчна маса в

межах радiусу 50 пк становить близько 6.5 × 108M�, що може бути на по-
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рядок вище, нiж маса НМЧД, яка оцiнена по мазерному випромiнюванню

в рамках моделi [176]. При цьому 7% вiд свiтностi ядра 1011L� NGC 1068

виникає за рахунок випромiнювання зоряного населення, вiк якого порядку

(5÷16)×108 рокiв [228]. Вплив потенцiалу зоряного скупчення в найближчiй

околицi АЯГ в NGC 1068 також припускається як одне з можливих пояснень

некеплерiвського обертання, яке було визначено завдяки мазерному випромi-

нюванню. В [140] було запропоновано пояснення асиметричного формування

розподiлу яскравостi в H2, припускаючи, що комптонiвська товста речовина

розташована дуже близько до центральної частини АЯГ i нахилена щодо ве-

ликомасштабної тороїдальної структури на кут близько 30◦, що узгоджується

з даними спостережень в оптичному дiапазонi [205]. Асиметрiя в спостережу-

ваному спектрi може бути пояснена наявнiстю оптично товстих хмар. Тi, якi

знаходяться ближче до нас, опромiнюються центральною машиною, але спо-

стерiгач бачить орiєнтовану до нього бiльш холодну частину хмари. Навпа-

ки, хмари з протилежного боку центральної машини зверненi до спостерiгача

бiльш нагрiтою частиною, що може призводити до спостережуваної асиметрiї

в розподiлi iнтенсивностi [140].

Рис. 1.4. Багатохвильовий розподiл iнтенсивностi в центрi NGC 1068. Рисунок
з роботи [205].

На рис. 1.4 наведена парсекова структура ядра NGC 1068 за результатами

спостережень в рiзних дiапазонах електромагнiтного спектра. Червоним по-

казана гаряча компонента за спостереженнями VLTI/MIDI в ближньому IЧ
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дiапазонi, з центру якої спостерiгається ланцюжок H2O мегамазерiв по ра-

дiоспостереженню на VLA (Very Long Array) та контiнуум на частотi 5 ГГц

[139]. Конуси iонiзованої речовини (жовтий колiр на рис. 1.4) отриманi зi

спектроскопiї [116], а iзофоти зображення HST [OIII] показанi синiм [128] i

зменшенi в 100 разiв для того, щоб продемонструвати орiєнтацiю конусiв.

1.1.3 Спостереження тора в Circinus за допомогою VLTI

Надалi було отримано спостережний розподiл температури в затiнюючому

торi в iншiй близькiй Sy2 галактицi Circinus [231]. Вiдстань до цiєї галактики

4 Мпк (1 arcsec ∼ 20 пк) [132]. У цiй галактицi спостерiгаються всi прояви

активного ядра: конуси iонiзованої речовини (ветра), джети та радiолоби, якi

перпендикулярнi до галактичного диску, а також до кiльця зореутворення,

яке присутнє в цiй галактицi.

Рис. 1.5. Схема розподiлу випромiнювання в центральнiй областi Circinus:
тепла компонента з температурою ∼ 330K, що має витягнуту форму (жо-
втий), оточена бiльш холодною компонентою з температурою∼ 300K (корич-
невий). Мазерне випромiнювання вказано синьою i червоною лiнiями. Синьою
лiнiєю вказана вiсь симетрiї викидiв. Рисунок з роботи Трiстрам та iн. [231].

У радiодiапазонi було виявлене випромiнювання H2O мазерiв на масштабах

∼ 0.4 пк, яке пов’язують з навколоядерним диском [150]. Крива обертання ма-

зерних спотiв задовольняє кеплерiвському руху i дає оцiнку маси центральної
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чорної дiри MSMBH < 1.7× 106M�. Спостереження MIDI/VLTI (та ж конфi-

гурацiя, що i для NGC 1068) були проведенi в роботi [231]. Спостереження

показують, що в Circinus присутнi двi компоненти в випромiнюваннi пилу:

бiльш масштабна тепла компонента з радiусом rout = 1 пк, з температурою

Tout = 300 K i компактна компонента з радiусом rin = 0.2 пк i з температу-

рою Tin = 330 K (рис. 1.5) [231]. Цi результати iнтерпретуються як теплове

випромiнювання пилу вiд геометрично товстого тора, що оточує внутрiшню

дискову структуру. Так само, як i у випадку NGC1068, щоб пояснити стра-

тифiкацiю в температурi, припускається, що речовина в торi являє собою

газопиловi хмари (рис. 1.6). Таким чином, випромiнювання, що формується

в горлi тора, проникає мiж хмарами i досягає спостерiгача. Рiзниця темпера-

тур в торi в Circinus значно менша, нiж в NGC1068.

Рис. 1.6. Схема АЯГ в Circinus. Рисунок з роботи Тристрам та iн. [231].

Додатковий аргумент на користь клампованого розподiлу речовини в торi

витiкає з наступних мiркувань. Передбачається, що силiкатнi особливостi по-

виннi з’явитись в емiсiйних лiнiях на променi зору, де температура середови-

ща зменшується вiд високих значень. Це вiдноситься безпосередньо до внут-

рiшньої границi тора (поблизу акрецiйного диска) i, отже, така поведiнка

очiкується i спостерiгається для сейфертiвських галактик 1 типу. В проти-
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лежному випадку, коли вздовж променя зору розподiлений холодний пил,

силiкатнi особливостi з’являються в поглинаннi, що вiдповiдає сейфертiвсь-

ким галактикам 2 типу. Таким чином, зменшення силiкатних особливостей в

лiнiях поглинання (та присутнiсть силiкатiв в емiсiйних лiнiях) в ядрах типу

Sy2 означає, що все бiльше силiкатного випромiнювання може просвiчуватися

через об’єм тора, тобто ядро в Circinus є захованим Sy1 типом (див. [231] з об-

говоренням i посиланнями) аналогiчно тому, як це було зроблено Р. Антонуч-

чi для NGC 1068. Крiм того, для безперервного середовища температура буде

спадати уздовж радiуса швидше, оскiльки випромiнювання буде iстотно по-

глинатись зовнiшнiми шарами пилу. При клампованому середовищi спадання

температури буде менш крутим, що якраз спiвпадає з даними спостережень.

Свiтнiсть пилу в межах r < 2 пк становить Ldust ≈ 5 × 109L� [231]. У цiй

же роботi автори отримали значення свiтностi при акрецiї, припускаючи, що

тiльки половина випромiнювання акрецiйного диска бере участь в нагрiваннi

речовини в торi, тому що iнша частина випромiнювання виноситься вiтром.

Таким чином, свiтнiсть акрецiйного диска для цiєї галактики≈ 1010L�. Якщо

в якостi оцiнки маси НМЧД взяти результат по кривiй обертання мазерних

джерел MSMBH = 1.7 × 106M� [150], то еддiнгтонiвська свiтнiсть, вiдповiд-

но до (1.1), дорiвнює ≈ 5.6 × 1010L�. Таким чином, свiтнiсть ядра Circinus

становить близько 20 вiдсоткiв вiд еддiнгтонiвської свiтностi [231]. Зовнiш-

ня пилова компонента фактично має сферичну форму. Однак для пояснення

спостережуваних конусiв з iонiзованою речовиною [180] кут розкриву для них

повинен складати близько 90◦. Це означає, що реальний розподiл речовини

вiдповiдає товстому тору, розташованому з ребра. При цьому вiдношення ви-

соти тора до радiуса h/r ∼ 1. Передбачається, що структура тора (з вузьким

горлом) дозволяє колiмувати викиди, що i спостерiгається.

Порiвняння двох випадкiв NGC 1068 i Circinus показує, що є схожiсть в

структурi ядер, але є також i вiдмiнностi. Схожiсть пов’язана з тим, що в

обох випадках спостерiгається геометрично товстий тор, що узгоджується з

УС. Також присутнi двi компоненти в розподiлi температури, що побiчно

вказує на кламповану структуру речовини в торi, тобто тор складається з

газопилових хмар. Також спостерiгається в обох галактиках мегамазерне ви-
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промiнювання. Однак є вiдмiнностi, пов’язанi з рiзними значеннями темпе-

ратур у внутрiшнiх компонентах, а також в орiєнтацiї ланцюжка мегамазерiв

щодо гарячої компоненти в ядрi. Так, в NGC 1068 гаряча компонента збi-

гається з мегамазерним диском в орiєнтацiї i масштабах i iнтерпретується як

внутрiшня межа тора, яка нагрiта приблизно до температур сублiмацiї пилу.

У Circinus компактна компонента iнтерпретується як дископодiбна структура

в центрi i вiддiлена вiд геометрично товстого тора. Ця структура збiгається

з обертовим диском мазерного випромiнювання.

1.1.4 Мегамазерне випромiнювання в АЯГ

Однiєю з особливостей АЯГ є мегамазерне випромiнювання в лiнiях моле-

кули H2O, яке спостерiгається на довжинi хвилi 1.35 см (22 ГГц). Мегама-

зерне випромiнювання несе важливу iнформацiю про динамiку речовини в

областях його формування. Це пов’язано з тим, що мазерне випромiнювання

є вузькспрямованим, що проявляється як локалiзованi областi випромiню-

вання. Швидкостi мазерних плям визначаються по розширенню лiнiї (ефект

Доплера) i в бiльшостi випадкiв це не становить труднощiв. Набагато склад-

нiше визначити точне положення мазерних плям для таких далеких об’єктiв,

як центральнi областi АЯГ. Для цього потрiбне залучення iнтерферометрiв з

наддовгими базами або мiжконтинентальнi iнтерферометри, роздiльна здат-

нiсть яких дозволяє отримати положення джерел з високою точнiстю. Такi

спостереження були проведенi на iнтерферометрах VLBA, VLBI, VLA для

найближчих АЯГ i на даний момент це межа, оскiльки для досягнення ще

бiльшої роздiльної здатностi необхiдно використовувати космiчнi iнтерферо-

метри, подiбнi Радiоастрону1. Розвиток космiчної радiоастрономiї в майбут-

ньому дозволить прояснити багато питань, пов’язаних з центральними обла-

стями АЯГ, але навiть грунтуючись на наявних результатах спостережень

наземних iнтерферометрiв можна отримати важливу iнформацiю саме про

динамiку речовини, що фактично неможливо отримати iншими методами.

Раннi спостереження мазерного випромiнювання в NGC1068 були прове-
Примiтка 1. Слiд зазначити, що в мiлiметровiй областi спектру роздiльна здатнiсть телескопа EHT (Event Horizon
Telescope) порiвнянна з горизонтом подiй НМЧД в нашiй галактицi i в М87, що дозволило отримати першу фотографiю
чорної дiри (див. посилання на офiцiйному сайтi https://eventhorizontelescope.org/). Частиною EHT є iнтерферометр ALMA,
який представив прямi спостереження затiнюючих торiв та вiдкрив нову епоху в дослiдженнi околицi чорних дiр i централь-
них областей АЯГ.
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Рис. 1.7. Крива обертання та таблиця параметрiв тора i центральної машини
за спостереженнями мазерного випромiнювання на VLA з роботи [134].

денi на VLBI з субмiлiарксекундною роздiльною здатнiстю. Коротко наве-

демо результати спостережень i вiдповiднi висновки з роботи [149]. Мазери з

червоним змiщенням розподiленi в дузi, масштабом 0.6 пк з позицiйним кутом

45◦. Вважається, що цi мазери виникають на внутрiшнiй межi тора, який, в

свою чергу, розташований практично з ребра. Мазери приходять з 4 клампiв

з вертикальною складовою швидкостi порядку 100 км/с. Мiнiмальний радiус,

на якому спостерiгається мазерне випромiнювання, порядку 0.4 пк i близь-

кий до радiусу сублiмацiї пилу. Дiйсно, графiтовi гранули з розмiром менше

0.05 мкм сублiмують на радiусi Rsub ∼ 0.4 × (L/1045)0.5 пк [99] (див. також

пiдроздiл 1.1.6). Якщо прийняти свiтнiсть Lbol = 6×1044 ерг/с = 0.6L45 [200],

то Rsub ∼ 0.3 пк. З кривої обертання в межах радiусу 0.65 пк, маса НМЧД

∼ 107M�, припускаючи орбiтальну швидкiсть 250 км/с. Тодi свiтнiсть цен-

тральної машини становить 50 вiдсоткiв вiд еддiнгтонiвскої свiтностi. Ця маса

виявилася нижчою, нiж та, яка була визначена по руху молекулярних хмар

∼ 2 × 108M� за межами радiуса 30 пк [229]. Крива обертання виявляється

субкеплерiвською V ∝ r−0.3 для областi 0.4 пк < r <0.65 пк. Як зазначено

авторами цiєї статтi [149], суттєвою може бути самогравiтацiя тора.

В цьому ж роцi iншою групою [134] були опублiкованi результати спосте-

режень мазерного випромiнювання молекул OH i H2O на VLA. На рис. 1.8

показана схема центральної областi NGC 1068 з роботи [137]. Джерела ма-
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Рис. 1.8. Схема центральної областi NGC 1068 з роботи [137].

зерного випромiнювання H2O ототожнюються з компактною областю радiо-

випромiнювання в континуумi S1. Для системи "центральна машина + тор"

в межах моделi кеплерiвського диска були отриманi основнi характеристи-

ки, якi наведенi в таблицi на рис. 1.7. Видно, що маса НМЧД близька до

оцiнки, наведеної в [149], однак масштаби тора бiльшi. Також крива обертан-

ня за цими спостереженнями виявилася ближче до кеплерiвської (рис. 1.7,

злiва). Поверхнева густина (column density) за результатами спостережень

∼ 1025 см−2, що узгоджується з вимогою ослаблення рентгенiвського випро-

мiнювання. Концентрацiя n(H2)> 107 см−3.

Також були проведенi радiоспостереження NGC 1068 з допомогою VLBA i

MERLIN, де було виявлено джерело S1 в континуумi [137, 136], в якому при-

сутнiй ланцюжок H2O мазерiв. На рис. 1.9 показано розподiл iнтенсивностi

радiовипромiнювання в центральнiй областi з роботи [139], де видно збiль-

шення iнтенсивностi вздовж джета на деякiй вiдстанi вiд ядра (C компонен-

та). За певний промiжок часу (в порiвняннi з попереднiми спостереженнями),

iнтенсивнiсть випромiнювання в компонентi C змiнилася. Змiна iнтенсивно-

стi в C компонентi iнтерпретується як змiннiсть, яка може виникати за ра-

хунок еволюцiї ударної хвилi при взаємодiї джета з молекулярною хмарою
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Рис. 1.9. Контури радiовипромiнювання NGC 1068 на 5 ГГц, отриманi на
MERLIN (злiва) i на VLBA (праворуч) з роботи [139].

[139]. Це може призводити до формування мазерного випромiнювання H2O,

оскiльки для генерацiї мазерного випромiнювання на цьому переходi потрiбно

зiштовхувальне накачування, тобто, необхiдна в якостi джерела збудження

молекули ударна хвиля. Часовий iнтервал мiж змiннiстю близько 330 днiв,

що дає дiаметр джерела ≤ 0.6 пк, з вiдповiднии кутовим розмiром 8 мiллiарк-

секунд. Зауважимо, що бiльш пiзнi спостереження 2004 року [139] виявили

iдентичну структуру, яка спостерiгалася в 1996 роцi [137]. Тому тут ми на-

водимо схему центральної областi NGC 1068 (рис. 1.8) з [137], яка досi зали-

шається актуальною в поясненнi особливостей радiовипромiнювання в цьому

об’єктi. У радiоджерелi S1 спостерiгається ланцюжок мазерiв (рис. 1.10), що

пiдтвердило бiльш раннi спостереження, представленi в роботах [137, 149].

Значення швидкостi досягають 300 км/с. До сьогоднi залишається неясним,

чи є цей ланцюжок мазерiв iндикатором диска, або це частина тора. Ак-

тивно цитуються двi моделi, якi iнтерпретують данi спостережень мазерного

випромiнювання [176, 157], в яких крива обертання, яка отримана по мазер-

ному випромiнюванню, пояснюється впливом самогравiтацiї диска. Основне
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Рис. 1.10. Положення мазерних плям (кольоровi кола) щодо радiовипромiню-
вання на 5 ГГц джерела S1 в NGC 1068 з роботи [139]. Колiр вказує значення
радiальних швидкостей вiдносно систематичної швидкостi батькiвської га-
лактики (1150 км/с).

припущення цих моделей полягає в тому, що навколишнє середовище в диску

суцiльне i, використовуючи результати для дискової моделi Шакури-Сюняєва

[221], автори отримують оцiнку маси НМЧД, яка приблизно узгоджується

з результатами, отриманими на основi простої моделi кеплерiвського диска,

а маса самого диска (масштаби парсека) виявляється спiвставною з масою

НМЧД. Однак вплив клампованностi середовища i тороїдального розподiлу

речовини повинен бути iстотним. Крiм того, такий масивний диск повинен

призводити до нестiйкостi i, з точки зору механiки, подiбна система навряд

чи може iснувати як стабiльна. Це вказує на необхiднiсть врахування гравiта-

цiйного поля тора, що дослiджено в дисертацiї.

1.1.5 Прямi спостереження тора за допомогою ALMA

З початком роботи нового iнтерферометра Atacama Large Millimeter Array

(ALMA), що працює в мiлiметровому дiапазонi довжин хвиль, з’явилися новi

можливостi для дослiдження центральних областей АЯГ. ALMA є великим

досягненням в радiоастрономiї. Вiн складається з 66 антен дiаметром 12 мет-

рiв (деякi з них мають дiаметр 7 метрiв). Цей комплекс працює в режимi

iнтерферометра, змiнюючи свою базу до 16 км, досягаючи високої роздiльної
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здатностi на довжинах хвиль вiд 0.32 мм до 3.6 мм 1.

Рис. 1.11. Злiва: випромiнювання молекули CO (6-5) (в кольорi) вiд тора
в NGC 1068 за спостереженнями ALMA. Одиницi шкали кольорiв в Ян км
с−1 beam−1. Справа: розподiл швидкостей в СО. Кольором показаний розкид
швидкостей (-30 км/с, 30 км/с). Лiнiї M i m вказують орiєнтацiї великої i
малої пiвосей тора в СО. Рисунки з роботи [142].

У 2016 роцi були опублiкованi першi спостереження ядра NGC 1068 в мо-

лекулярних лiнiях CO (6-5) i безперервне випромiнювання на 432 мкм з нав-

колоядерного диска розмiром 300 пк з просторовим роздiленням ∼ 4 пк [142].

Навколоядерний диск оточує центральне ядро галактики, в якому, в свою

чергу, присутнiй газопиловий тор.

ALMA виявив CO випромiнювання вiд просторово роздiленого тора з дiа-

метром 10±1 пк i спiввiдношення малої до великої осi 0.5±0.1, який ототож-

нюється iз затiнюючим тором [142]. При цьому орiєнтацiя тора збiгається з

джерелом S1 в радiоконтинуумi, який був виявлений ранiше [139]. На рис. 1.11

(злiва) показано розподiл iнтенсивностi випромiнювання в молекулi CO. Та-

кож в [142] була оцiнена маса газопилового тораM gas
torus = (1±0.3)×105M�, де

з раннiх спостережень витiкало, що маса пилу становить Mdust
torus ∼ 1600M� в

межах 2 кпк (див. посилання в [143]). Слiд зазначити, що спектральний роз-

подiл енергiї задовольняє двом комбiнацiям параметрiв в рамках алгоритму
Примiтка 1. Див. на офiцiйному сайтi https://www.almaobservatory.org/en/about-alma-at-first-glance/
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BayesClumpy tool [72], який використовувався в аналiзi даних в [142]. А саме,

M gas
torus = (0.9 ± 0.3) × 105M�, Rtorus = 4 ± 1 пк та i = 66◦ ± 5. Якщо ж, слi-

дуючи раннiм спостереженням, прийняти кут нахилу меншим, то комбiнацiя

параметрiв iнша:M gas
torus = (0.6±0.3)×105M�, Rtorus = 2±1 пк та i = 34◦±3.

Таким чином, з цих спостережень випливає, що маса тора становить близько

1 вiдсотка вiд маси НМЧД, якщо прийняти масу НМЧД MSMBH = 107M� з

аналiзу мазерного випромiнювання (див. [157, 176]). Було виявлено, що iстот-

нi некруговi рухи накладаються на повiльне обертання тора. Для пояснення

такого руху пропонується механiзм Papaloizou–Pringle нестабiльностi (PPI)

[199], в рамках якого передбачається, що в самогравiтуючому торi в АЯГ

повиннi виникати неосесиметричнi нестабiльностi [166, 170], а також нестiй-

костi можуть виникати внаслiдок зовнiшньої акрецiї [118]. Слiд зазначити,

що нестiйкiсть Papaloizou-Pringle (PP) виникає в безперервному середови-

щi. Однак умова затiнення i спостережуваний розподiл температури в торi

в АЯГ (див. пiдроздiли 1.1.2 та 1.1.6) вимагає iстотно дискретного середови-

ща (рух хмар), що не узгоджується з основним положенням виникнення PP

нестiйкостi.

Також спостереження тора були проведенi з високою кутовою роздiльною

здатнiстю 0.1′′ − 0.2′′ в лiнiях молекул HCN (J = 3− 2) i HCO + (J = 3− 2)

[159]. На пiдставi фотометричних спостережень в IЧ i субмiлiметрових дов-

жинах хвиль, а також з урахуванням моделi клампованого тора, зовнiшнiй

розмiр тора в NGC1068 оцiнений як 20+6
−10 пк [159], що збiгається з результата-

ми спостережень в [143], в той час як в середньому IЧ розмiр тора становить

менше кiлькох парсек. Маса тора, яка була отримана в рамках цих спосте-

режень, збiгається з масою, отриманою в [143], тобто ∼ 105M�. В околицi

ядра виявлено радiовипромiнювання в континуумi, яке може бути пов’язане

з формуванням зiрок в пiвденно-схiднiй частинi АЯГ.

Результати наступного циклу спостережень на ALMA тора в NGC 1068 з

кутовим роздiленням 0.04′′ − 0.07′′ в лiнiях молекул HCN (J = 3− 2) i HCO+

(J = 3 − 2) були опублiкованi у 2018 роцi [160]. Фактично, роздiльна здат-

нiсть збiльшилася в кiлька разiв, в порiвняннi з раннiми результатами [159].

Це, у свою чергу, дозволило зафiксувати динамiку речовини в торi. Площина
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Рис. 1.12. Зверху: iнтегральна iнтенсивнiсть в ядрi NGC 1068. Знизу: диспер-
сiя швидкостi. Хрест позначає положення НМЧД. Рисунки з роботи [160].

тора орiєнтована в напрямку схiд–захiд. Один з несподiваних результатiв –

це те, що випромiнювання в молекулах розподiлено неосесиметрично, тобто

захiдна частина тора випромiнює бiльш iнтенсивно i дисперсiя швидкостей

тут вище, нiж в схiднiй частинi (рис.1.12). Автори цiєї роботи [160] пропону-

ють пояснення такої асиметрiї, яке пов’язане з асиметрiєю зовнiшньої акрецiї

з батькiвської галактики.

Також одним з несподiваних результатiв спостережень ALMA була оцiн-

ка маси НМЧД [160]. Спостережувана швидкiсть на вiдстанi 3 пк виявилася

достатньо низькою Vobs = 20 км/с. Навiть з урахуванням кута нахилу тора

i = 34◦ орбiтальна швидкiсть vorb = 36 км/с. Якщо припускати, що рух ви-

ключно кеплерiвський, то маса НМЧД виявляється рiвною 9 × 105M� [159],

що на порядок нижче значення, отриманого за мазерним випромiнюванням

[157, 176] або по оптичним даним [200]. Крiм того, така низька маса не вiдповi-

дає типовим масам НМЧД в АЯГ: за величиною вона навiть нижче, нiж маса

НМЧД в центрi Галактики,MSgrA ≈ 4.15×106M� [148], яка не є активною. У
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роздiлi 7 ми обговоримо, що така низька швидкiсть при бiльш високому зна-

ченнi маси НМЧД може бути пояснена в рамках моделi, в якiй враховується

тороїдальний розподiл речовини i вiдхилення вiд кеплерiвського обертання.

У 2018 роцi спостереження на ALMA галактики NGC 5643 також вияви-

ли масивний молекулярний тор (M(H2) = 1.1× 107M�) [67]. Масштаби тора

в лiнiї CO(2 − 1) приблизно 26 пк [67], що в два-три рази бiльше в порiв-

няннi з тором в NGC 1068 (масштаби ≈ 7 − 10 пк [142]), виявленим також

за допомогою ALMA. Кiнематика в ядернiй областi в NGC 5643 демонструє

некруговий рух з максимальною амплiтудою 100 км/с/ sin(i) всерединi об-

ластi ≈ 0.2′′ (16 пк).

Рис. 1.13. Зверху: поле швидкостей в ядрi NGC 5643. Злiва чорними контура-
ми показанi iзофоти iнтегральної iнтенсивностi лiнiй CO(2−1). Модель поля
швидкостей пiсля врахування радiальної компоненти швидкостi. Праворуч –
залишкове поле швидкостей, яке залишилося пiсля врахування моделi з спо-
стережуваним полем швидкостей. Вертикальна шкала показує швидкiсть в
км/с. Знизу: дiаграма положення-швидкiсть для ядерної областi, яка отри-
мана апертурою з розмiром 0.2′′. Рисунки з роботи [67].

Також вiдзначимо, що в 2019 роцi ALMA представила спостереження затi-

нюючих торiв для семи АЯГ [115], тор в Cygnus A нещодавно був виявлений
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за допомогою спостережень на VLA [113]. Це безумовний прорив в спостереж-

нiй астрономiї, який вiдкриває нову епоху у вивченнi цих унiкальних об’єктiв.

Прямi спостереження газопилового тора в найближчих сейфертiвських га-

лактиках NGC 1068 та Circinus (VLTI/MIDI+ALMA) i NGC 5643 (ALMA)

пiдтверджують геометричну товщину тора i його кламповану структуру, що

вимагає теоретичної iнтерпретацiї. Затiнюючi тори в АЯГ можна назвати

унiкальними об’єктами, оскiльки геометрично товстий тор, стабiльний про-

тягом тривалого часового iнтервалу, явище рiдкiсне. Оцiнка маси тора пока-

зує, що вiн може мати значну масу — вiд 1 до 10 вiдсоткiв вiд маси НМЧД.

Здавалося б, що внаслiдок самогравiтацiї, в припущеннi суцiльного середо-

вища, подiбний об’єкт повинен сколапсувати в диск, тому впродовж останнiх

20 рокiв велася активна дискусiя про можливi механiзми, якi здатнi поясни-

ти iснування таких об’єктiв. З’являлися роботи, в яких в якостi затiнюючої

структури пропонувалися пиловi вiтри, якi також можуть вiдiгравати сут-

тєву роль в динамiцi АЯГ [126, 127, 120]. Але на цей момент унiфiкована

схема i затiнюючий тор є усталеною парадигмою. У роздiлах 6, 7 цiєї дисер-

тацiї буде розглянута задача про динамiку i стабiльнiсть масивного тора в

гравiтацiйному полi центральної маси i застосування до АЯГ, де можна бу-

де побачити, що товстий тор може бути стабiльний внаслiдок руху хмар в

ньому по нахиленим орбiтам з розкидом по ексцентриситетам. Такий рух є

наслiдком початкових умов i подальшого впливу самогравiтацiї в торi.

У наступних пiдроздiлах будуть розглянутi моделi розподiлу енергiї в торi

та механiзми, якi були запропонованi рiзними групами для розв’язання про-

блеми геометрично товстого тора.

1.1.6 Моделювання спектрального розподiлу енергiї тора в АЯГ.

Розподiл хмар в торi.

Навiть не спираючись на данi спостережень, iз загальних фiзичних мiр-

кувань можна зробити висновки про структуру тора в АЯГ. Ми наведемо

мiркування з роботи Дж. Кролiка 1988 року [171]. Якщо речовина в торi

являє собою суцiльне середовище, то верхню межу температури газу мож-

на оцiнити, припускаючи, що вся кiнетична енергiя руху перетворюється в
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теплову. У цьому випадку температура газу (T ≈ 106 K) на кiлька порядкiв

вище температури сублiмацiї пилу, тому було висловлено припущення [171],

що речовина в торi повинна бути розподiлена у виглядi хмар. Фактично через

20 рокiв першi спостереження тора в NGC 1068 [163, 205] показали iстотну

стратифiкацiю в розподiлi температури (див. пiдроздiл 1.1.2), що говорить на

користь того, що тор складається з хмар. Крiм того, дослiдження мегамазер-

ного випромiнювання в декiлькох найближчих сейфертовських галактиках

побiчно пiдтвердило кламповану структуру тора [149], також як i спостере-

ження в середньому IЧ дiапазонi [163] i в субмiлiметровому [159, 160].

Проблема у виявленнi хмар в торi пов’язана, в першу чергу, з вiдносно

малими масштабами пилового тора i, тим бiльше, хмар в ньому, якi склад-

но роздiлити в iнфрачервоному та/або мiлiметровому дiапазонах сучасними

iнструментами. Тому важливу iнформацiю про розподiл речовини в торi отри-

мують зi спiльного моделювання i аналiзу IЧ спектрiв найближчих об’єктiв.

В роботах [189] була дослiджена задача переносу випромiнювання в торi, що

складається зi статичних сферичних хмар однакового радiуса з великою оп-

тичною товщиною. Попередньо, iдея про те, що розподiл iнтенсивностi для

дискретного i для безперервного середовищ повиннi вiдрiзнятися один вiд

одного була висловлена в роботi [231]. Фiзичне пояснення досить просте: ви-

промiнювання може проникати крiзь середовище, що складається з хмар i, як

наслiдок, може спостерiгатися cтратифiкацiя в розподiлi температури, що має

мiсце як в NGC 1068, так i в Circinus. При цьому на кiнцевий розподiл енер-

гiї в спектрi впливає розмiр хмар i їх число, оскiльки вони вiдiграють роль

затiнюючих об’єктiв. У моделюваннi спектра [189] хмари подiлялися на два

класи. Хмари, якi безпосередньо нагрiваються за рахунок випромiнювання

акрецiйного диска, мають бiльш високу температуру на сторонi, оберненiй до

центральної машини, i нижчу — на протилежному боцi. Хмари, розташованi

далi вiд центральної машини, нагрiваються дифузним випромiнюванням вiд

iнших хмар, тому що ближчi хмари будуть блокувати випромiнювання вiд ак-

рецiйного диска. Результати розв’язку рiвняння переносу показали [189], що

для болометричної свiтностi NGC 1068 ∼ 2× 1045 ерг/с, температура пилу в

оптично товстих хмарах на вiдстанi r = 2 пк становить 960 K на освiтленiй
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сторонi i тiльки 247 K на темнiй сторонi, спадаючи до значень 209 K на 3 пк.

Цi значення збiгаються з даними спостережень, що є непрямим доказом того,

що тор в АЯГ складається з хмар. Основний висновок, який був зроблений

в [189], полягає в тому, що для клампованого середовища рiзнi температури

пилу можуть спiвiснувати на однiй i тiй же вiдстанi i, з iншого боку, темпера-

тура темної сторони хмари поблизу акрецiйного диска може бути такою ж,

як температура яскравого боку далекого вiд центральної машини хмари.

У наступнiй роботi Ненковой та iн. [190], моделювалась задача про пере-

несення випромiнювання в торi з радiальним i гауссовим розподiлом хмар,

де параметрами були кiлькiсть хмар вздовж променя зору i їх повне число.

Порiвняння результатiв цього моделювання зi спостережуваним розподiлом

енергiї в IЧ дiапазонi узгоджується з моделлю, в якiй розподiл хмар в пере-

тинi тора гауссiв i мiж тором i областю формування широких емiсiйних лiнiй

немає рiзкого розмежування. Схема розподiлу хмар показана на рис. 1.14.

При цьому на променi зору в екваторiальнiй площинi має бути близько 5–

Рис. 1.14. Схема розподiлу хмар в затiнюючому торi АЯГ. Рисунок з роботи
[190].

10 хмар, а сумарне число хмар в торi порядку 104 − 105. Вiдзначимо, що у

всiх моделях, що запропонованi, розглядається статичний розподiл хмар, а

форма перетину тора закладається iз загальних мiркувань. У роздiлi 6 буде

показано, що подiбний гауссiв розподiл хмар в торi природним чином ви-

никає в межах задачi N тiл. При цьому число хмар вздовж променя зору

в екваторiальнiй площинi збiгається з тим, яке закладається як параметр в
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моделюваннi переносу випромiнювання.

Рис. 1.15. Розподiл густини енергiї в спектрi з моделювання i по спостережним
даним для ряду квазарiв i сейфертiвських галактик. Рисунок з роботи [190],
посилання на спостереження наведенi також в цiй статтi.

На рис. 1.15 показанi кривi спектрального розподiлу енергiї (СРЕ) в IЧ

дiапазонi для тора з гаусовим розподiлом хмар в його перерiзi. Параметрами

є оптична товщина хмари (τV = 30), число хмар вздовж променя зору в еква-

торiальнiй площинi (N0 = 5), радiальна довжина тора (R0 = Y Rd i Y = 30)

в радiусах сублiмацiї пилу (Rd), параметр q = 1− 3 радiального розподiлу в

степеневому законi r−q, ширина розподiлу (σ = 30◦). Радiус сублiмацiї, згiдно

[99] i [190] (див. також [121]) залежить вiд свiтностi центрального джерела i

температури сублiмацiї пилу Tsub:

Rsub � 0.4

(
L

1045 ерг/с

)1/2(1500K
Tsub

)2.6

пк. (1.3)

З рисунка 1.15 видно, що СРЕ, отримане в рамках даної моделi, досить

добре узгоджується зi спостережними даними для АЯГ. Тип 1 АЯГ вiдповiдає
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i = 0◦ i центральна область видима для спостерiгача, а СРЕ має плоский

вигляд. При цьому точки вiдповiдають спостережним даним квазарiв. Для

типу 2 АЯГ (i = 90◦) i порiвняння з сейфертiвськими галактиками 2 типу

також показують добру вiдповiднiсть.

В роботi [213] була розглянута задача про перенесення випромiнювання

в 3D моделi розподiлу хмар в торi, на вiдмiну вiд 2D випадку в [189, 190].

Тут вiдносна щiльнiсть хмар задавалась за степеневим законом уздовж ра-

дiуса ρ(r, θ, φ) = ρ0(r/1пк)α з розмiром хмари Rcl = a0(rcl/1пк)β, де α i β –

параметри моделi.

Рис. 1.16. Модельний СРЕ для тора з рiзним множником заповнення (filling
factor) i для рiзного кута мiж променем зору та вiссю симетрiї тора i. Рисунок
з роботи [213].

На рис. 1.16 з роботи [213] показано розподiл хмар (для рiзного параметра за-

повнення) i результуючий СРЕ. Видно, що при i = 0, тобто коли спостерiгач

бачить акрецiйний диск (тип 1 АЯГ), спектри практично не вiдрiзняються

(верхнiй ряд). При i = 60◦ проявляються вiдмiнностi в спектрi, а при орiєн-

тацiї тора з ребра при i = 90◦ цi вiдмiнностi виявляються визначальними.
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При цьому видно, що на довжинах хвиль близько 9.7 мкм виникає ямка в

СРЕ, що збiгається зi спостереженнями (див. рис. 1.15). У данiй моделi бу-

ли отриманi основнi характеристики для Circinus: внутрiшнiй радiус тора

Rin = 0.6 пк, зовнiшнiй радiус тора Rout = 30 пк, половинний кут розкриття

тора θopen = 65◦, повне число хмар Ncl = 500, радiус хмари Rcl = 0.2 пк,

α = −0.5, Ldisk/Ledd ≈ 0.3. Слiд зазначити, що таке мале число хмар може

бути пов’язано з вибором великого радiуса хмари. При зменшеннi радiусу

хмари число хмар має бути бiльшим [190].

В роботах [141] були змодельованi властивостi випромiнювання клампова-

ного тора в рамках CAT3D моделi переносу випромiнювання i результати

моделювання порiвнювалися з MIR (середня IЧ область) спектроскопiєю 56

близьких сейфертiвських галактик. На рисунку 1.17 з роботи [141] представ-

лена схема розподiлу хмар в торi i основнi параметри моделi. На вiдмiну вiд

попереднiх подiбних моделювань, де використовувався склад пилу, близький

до мiжзоряного (47% графiтiв i 53% силiкатiв), в цiй моделi враховувався

склад близький до реального. А саме, графiтовi гранули можуть витримувати

бiльш високi температури, нiж силiкатнi гранули. Причому першi здатнi на-

грiватися до температур≈ 1900−2000 K, а другi сублiмують при≈ 800−1200

K, в залежностi вiд густини.

Рис. 1.17. Схема тора, що складається з хмар, в 3DCAT моделi з роботи [141].
На схемi вказанi основнi параметри, присутнi в моделi.

У цiй моделi передбачається, що силiкати сублiмують при температурi ви-

ще 1250 К. Це означає, що всi хмари на вiдстанi ближче, нiж вiдповiдна

температура, вже не мiстять силiкати, що враховується в ефективностi по-
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глинання i розсiяння при моделюваннi. Додатково, найгарячiший пил при

температурах T 	 1900 K буде мiстити тiльки найбiльшi графiтовi гранули.

Це означає, що мiнiмальний розмiр гранул збiльшується в порiвняннi з типо-

вим мiжгалактичним середовищем (МГС) вiд 0.025 мкм до 0.075 мкм. У свою

чергу це веде до врахування того, що маленькi гранули охолоджуються менш

ефективно i будуть досягати температури сублiмацiї на бiльшiй вiдстанi, нiж

великi гранули. Тому графiти матимуть вищу радiацiйну здатнiсть, що при-

зводить до змiщення СЕД NIR (ближнього IЧ) – MIR (середнього IЧ) в бла-

китну область. Таке урахування дозволило бiльш точно вiдтворити СРЕ в

торi АЯГ, в порiвняннi з попереднiми моделями, в яких розглядався типовий

склад МГС [189, 190, 213].

Основний висновок полягає в тому, що представлення речовини в торi у

виглядi хмар узгоджується з спостережними СРЕ бiльшостi галактик. При

цьому кiлькiсть хмар в екваторiальнiй областi бiльше, нiж пiд кутом. Як буде

видно з запропонованої моделi в роздiлах 6 – 7, такий розподiл хмар фор-

мується за рахунок самогравiтацiї в торi. Перспективним тут є можливiсть

порiвняння в даному випадку показника степенi в разi радiального закону

розподiлу хмар в торi отриманим в рамках задачi N тiл. Якщо у всiх пред-

ставлених в цьому пiдроздiлi моделях розподiл хмар в торi закладалося в

якостi параметра, то пiдключення реального розподiлу з урахуванням само-

гравiтацiї дозволить знайти пояснення, чому саме такий розподiл хмар в торi

задовольняє спостережуваний СРЕ. Це питання ми обговоримо в роздiлi 7.

1.1.7 Проблема геометричної товщини тора в АЯГ

Уже в рамках унiфiкованої схеми АЯГ виникло питання, пов’язане з основ-

ним механiзмом, який здатний пiдтримувати геометричну товщину тора. Для

того, щоб тор залишався товстим, величина вертикальної компоненти швид-

костi хмар повинна бути порядку орбiтальної [171]. Отже, повинен iснувати

механiзм, який призводить до збiльшення вертикальної складової швидкостi

хмар. Наприклад, наявнiсть магнiтного поля може призводити до пружних

зiткнень мiж хмарами i, як наслiдок, до збiльшення вертикальної складової.

Однак значних магнiтних полiв в торi не виявлено. У роботах [171, 100] були



68

запропонованi моделi тора, що складається з дискретних хмар i, з теоретич-

них мiркувань, були зробленi висновки про фiзичнi умови в цих областях.

В [171] обговорювалося питання про конфайнмент хмар в торi, iдея котрого

полягає в наступному. При зiткненнi хмар може вiдбуватися злипання, тобто

двi хмари можуть зiбратися в одну. При цьому кiлькiсть хмар формально мо-

же зменшуватися за рахунок цього механiзму. З iншого боку, при русi хмари,

особливо при проходженнi перицентра або при близьких зближеннях, хмара

буде вiдчувати приливне розтягнення, що може привести до її фрагментацiї.

Часовий iнтервал цих двох ефектiв приблизно однаковий i дорiвнює серед-

ньому орбiтальному перiоду [171], тобто цi два процеси урiвноважують один

одного. Як результат, сумарне число хмар в торi залишається постiйним. У

цiй же роботi були проведенi оцiнки надходження речовини з тора на центр за

рахунок ефектiв дисипацiї при зiткненнi хмар. У цьому випадку неминуче ча-

стина хмар на внутрiшнiй межi тора буде створювати стiк в акрецiйний диск,

оскiльки частина кiнетичної енергiї хмар при зiткненнях буде дисипувати в

випромiнювання внаслiдок нагрiву. Тому iстотна зовнiшня акрецiя iз зоря-

ної складової галактики, яка, в свою чергу, буде пiдживлювати тор. Таким

чином, дана структура може залишатися стабiльною на тривалому часовому

iнтервалi.

Однак питання, пов’язане з поясненням геометричної товщини тора, зали-

шалося вiдкритим. Було запропоновано ряд моделей. Дж. Кролiк в [172] за-

пропонував механiзм, в рамках якого геометрична товщина тора пояснюєть-

ся тиском IЧ-випромiнювання, яке має максимальне значення на внутрiшнiй

границi тору. Саме в цiй областi вiдбувається безпосереднє нагрiвання хмар

випромiнюванням акрецiйного диска. При цьому тиск випромiнювання може

ефективно пiдтримувати товщину тора при значеннях болометричної свiтно-

стi ∼ (0.03− 1)× LEdd. У припущеннi суцiльного середовища було отримано

розподiл густини в перетинi тора, при цьому форма перетину така, що вiн має

максимальну висоту поблизу внутрiшньої межi тора i спадає до зовнiшньої

[172].

Також було запропоновано ряд моделей, в яких вертикальна складова

швидкостi хмар може бути обумовлена, головним чином, навколишнiм зо-
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ряним населенням, яке i є основним "постачальником" пилової речовини в

центральнi областi АЯГ [212, 214, 237]. Для розв’язання проблеми товстого

тора були також запропонованi сценарiї, в яких роль затiнюючої структури

грає вiтер [127, 126, 120]. Безумовно, вiтер грає дуже важливу роль в АЯГ

i, по всiй видимостi, вiн формується на внутрiшнiй границi тора, де тиск ви-

промiнювання вiд акрецiйного диска iстотний, що i дає додатковий iмпульс

речовинi рухатися в напрямку вiд ядра. Пiдживлення вiтру може здiйсню-

ватися за рахунок хмар, що надходять з газопилового тора. Iнша iдея поля-

гає в наявностi вихрового руху в торi, що також здатний пiдтримувати його

геометричну товщину [83]. Замагнiчений тор, як модель для затiнюючого то-

ра в АЯГ, було запропоновано в [119]. Цiкаво, що проблема, яка пов’язана

з розв’язком задачi утримання плазми тороїдальним магнiтним полем еле-

гантно застосовується для задач астрофiзики. У цiй роботi використовувався

3D опис наближеного розв’язку МГД для проблеми тороїдальної рiвноваги в

токамаках.

Незважаючи на рiзноманiття пропонованих моделей, практично всi вони

мають обмеження. Найчастiше середовище в торi розглядалося у виглядi су-

цiльного середовища. Такий пiдхiд зручний тим, що дозволяв використову-

вати вiдомi розв’язки в рамках гiдродинамiки. Однак таке наближення вiд-

мовляє, коли ми переходимо до дискретного середовища (розподiл хмар), що

вимагають спостереженi данi. Пояснення вертикальної складової швидкостi

хмар за рахунок наявностi зовнiшньої акрецiї i можливих вибухiв наднових

передбачає особливi умови для того, щоб зберегти осесиметричнiсть системи.

Вiтри, як єдина затiнююча структура, також не задовольняють результатам

спостережень ALMA, в яких тор був безпосередньо роздiлений i було вияв-

лено орбiтальний рух. Крiм того, кривi обертання в АЯГ, отриманi на раннiх

етапах дослiджень, iнтерпретувалися в рамках моделi диска. Спираючись на

всю сукупнiсть спостережних даних стає зрозумiло, що необхiдно будувати

модель тора, яка повинна враховувати вiдхилення форми перетину тора вiд

випадку диска; урахування того, що середовище складається з хмар; ураху-

вання самогравiтацiї в торi i гравiтацiйний вплив з боку центральної маси. У

дисертацiї буде запропонована подiбна динамiчна модель тора з урахуванням
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всiх цих факторiв.

1.2 Кiльцевi галактики

Кiльцевi галактики є незвичайними з точки зору морфологiї об’єктами, якi

являють собою кiльцевий розподiл речовини навколо центральної галакти-

ки. На зображеннях видно (рис. 1.18), що центральна галактика має жовтий

колiр, а колiр кiльця — блакитний. Це означає, що в кiльцi вiдбуваються про-

цеси зореутворення, в той час як центральна галактика складається з бiльш

старих зiрок. Iснує окремий клас об’єктiв, так званi галактики з полярними

кiльцями (PRG – polar ring galaxy), в яких кiльце розташоване в площинi, пер-

пендикулярнiй площинi диска хазяйської (центральної) галактики [239, 207].

На рис. 1.18 показанi кiльцевi галактики з каталогу [186], який мiстить 275

галактик.

Можливим сценарiєм формування кiльцевих галактик є зiткнення двох га-

лактик1. Чисельнi моделювання показують, що при сильному центральному

ударi, тобто проходженнi однiєї галактики крiзь iншу, формується кiльце яке

розширюється [110]. Форма деяких кiльцевих галактик показує, що вони дiйс-

но зазнали зiткнення, особливо якщо в околицi галактики спостерiгаються

залишки подiї зiткнення (див. яскравий приклад галактики Arp 147 за спо-

стереженнями телескопу iм. Хаббла [161] та моделювання [146]). Однак для

деяких кiльцевих галактик така гiпотеза не працює, оскiльки в околицi немає

слiдiв зiткнень. Тому вважається, що подiбна структура таких галактик може

виникнути в результатi акрецiї холодного газу з фiламентiв мiжгалактичного

середовища [111, 187] або з галактицi-донора [110, 162].

Одним з унiкальних об’єктiв серед кiльцевих галактик є об’єкт Хога, який

був виявлений в 1950 р. i названий на честь його першовiдкривача Артура

Хога [155]. Ця галактика розташована таким чином, що кiльце зореутворен-

ня розташоване в площинi, практично перпендикулярнiй променю зору [195].

Зi спостережних даних випливає, що маса кiльця порiвнянна з масою цен-

тральної галактики (близько 1/3). На оптичному зображеннi, отриманому за
Примiтка 1. Кiльцевi структури в галактиках є частим явищем i їх утворення може бути пов’язано з рiзними механiз-
мами (див., наприклад, оглядову частину в [30], а також доповiдi конференцiях "Multi-spin galaxies 2014, 2016"). Тут ми
обмежуємося певним типом кiльцевих структур, маса яких порiвнянна з масою центральної галактики.
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Рис. 1.18. Оптичнi зображення галактик з каталогу Моiсєєв та iн. [186]. Ком-
бiнацiя зображень складена з i, g, r фiльтрiв вiдповiдно до даних каталогу
SDSS DR8. Масштабна смуга вiдповiдає кутовому розмiру 10 кут.сек.

допомогою телескопа iм.Хаббла (HST), видно, що мiж центральною галакти-

кою i кiльцем присутня область, яка показує практичну вiдсутнiсть зоряної

складової (рис.1.19). На зображеннi, отриманому на 6 метровому телескопi

БТА [131], видно зменшення яскравостi в цiй областi (рис.1.19), що також

пiдтверджується спостережуваним профiлем яскравостi (рис. 1.20).

Цiкава iсторiя обговорення механiзму формування об’єкта Хога. Сам Хог,

i надалi Р. Оконнелл та iн. [195] висловили припущення, що кiльце навколо

галактики є кiльцем Ейнштейна, яке формується за рахунок ефектiв гравiта-

цiйного лiнзування. Однак ця гiпотеза практично вiдразу була виключена,

оскiльки червонi зсуви галактики i кiльця збiгаються [217]. Також був ви-

ключений сценарiй зiткнення галактик, типовий для багатьох кiльцевих га-
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Рис. 1.19. Злiва: Hubble Heritage WFPC2 colour image of Hoag’s Object (Image
credit: NASA, ESA, and the Hubble Heritage Team). Справа: контурами пока-
зано розподiл iнтенсивностi випромiнювання в лiнiї Hα по результатам спо-
стережень на БТА (контури), сiрий фон — HST F606W. Рисунок з роботи
[131].

Рис. 1.20. Азимутальний усереднений профiль об’єкта Хога. Пунктирна лiнiя
показує екстраполяцiю центральної галактики законом Вокулера r−1/4. Ри-
сунок з роботи [131].

лактик, оскiльки в результатi зiткнення повиннi спостерiгатися iстотнi вiд-

мiнностi у швидкостях центральної галактики i кiльця. Однак вiдмiнностi у

швидкостях мiж ядром i кiльцем складають тiльки близько 1 км/с [217]. У

роботах [195] i [112] було показано, що кiльце не може бути розсiяним свiтлом



73

вiд ядра i що щiлина мiж кiльцем i ядром не пов’язана з ефектом затiнення

пилом. Спостереження з високою роздiльною здатнiстю [217, 131] пiдтриму-

ють цi два висновки. Також було висловлено припущення, що кiльце в об’єктi

Хога може бути сформовано за рахунок сильної нестiйкостi бару в диску [112].

Дiйсно, iснують моделi, в рамках яких кiльцевi структури можуть виникати

в галактиках з баром, при цьому внаслiдок нестiйкостi перемичка мiж ба-

ром i зовнiшньою частиною зникає. Ця гiпотеза також не знаходить пiдтрим-

ки, оскiльки центральна галактика сферична (профiль пiдкоряється закону

Вокулера) i нiяких ознак наявностi диска не виявляється [217]. На даний

момент спостереженням вiдповiдає гiпотеза холодної акрецiї мiжгалактично-

го фiламента [131]. Кiльцевi галактики, типу об’єкта Хога, унiкальнi ще й

тим, що маса кiльця порiвняна з масою центральної галактики. Це означає,

що гравiтацiйне поле кiльця може бути iстотним, а часом i визначальним

в динамiцi речовини в таких об’єктах. Практично всi вони мiстять щiлину

мiж центральною галактикою i кiльцем, що також може вказувати на сут-

тєвi гравiтацiйнi сили з боку кiльця. У роздiлi 5 буде розглянуто особливостi

руху частинки в потенцiалi центральної маси i кiльця (тонкий тор), де бу-

де показано, що дана система має низку цiкавих властивостей, якi можуть

пояснювати наявнiсть щiлини в розподiлi речовини в кiльцевих галактиках.

Крiм того, подiбна система цiкава з точки зору аналогiї з релятивiстським

випадком — наявнiсть останньої стiйкої орбiти.

Як буде видно далi, гравiтацiйнi властивостi тора виявляються найчастiше

нетривiальними. Вплив самогравiтацii, особливо для випадку, коли маса тора

iстотна, може привести до наявностi руху по малому контуру (див. роздiл 5).

З точки зору кiнематики такий рух подiбний вихровому руху. Тому методи

i результати, пов’язанi з дослiдженням тороїдальних вихорiв можуть дати

додаткову iнформацiю про динамiку та стiйкiсть таких систем.

1.3 Кiльце темної матерiї в скупченнi галактик Cl 0024+17

Кiльцевi структури можуть бути присутнi не тiльки в барiоннiй речовинi,

при певних умовах кiльце може сформуватися також i в темнiй матерiї.
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Рис. 1.21. Кiльце темної речовини в скупченнi галактик Cl0024+17 (синiй
колiр). Рисунок з сайту Hubble Space Telescope за результатами роботи [164].

Прикладом є скупчення галактик Cl0024 + 17, в якому за допомогою ефек-

тiв гравiтацiйного лiнзування було вiдновлено розподiл темної матерiї [164].

При цьому використовувалися галактики, зображення яких iстотно змiнили-

ся внаслiдок ефектiв сильного гравiтацiйного лiнзування i велика кiлькiсть

фонових галактик, якi за рахунок ефектiв слабкого лiнзування змiнили елiп-

тичнiсть та орiєнтацiю. Зображення поля галактик було отримано на теле-

скопi iм.Хаббла. На пiдставi спiльного рiшення системи рiвнянь гравiтацiй-

ного лiнзування, було вiдновлено розподiл маси в скупченнi-лiнзi [164], який

показав збiльшення густини як до центральної частини, так i до периферiї

(рис.1.21 з сайту Hubble Space Telescope 1). Формування кiльцевого розподi-

лу темної матерiї iнтерпретується як результат зiткнення двох скупчень (див.

також обговорення в роздiлi 8). Чисельне моделювання в межах задачi N тiл

зiткнення двох сферично симетричних скупчень темної речовини (зiткнення

уздовж променя зору) показали, що в цьому випадку формується кiльце. При

цьому маса одного зi скупчень значно менша вiд маси другого. Як вiдзнача-

ють автори роботи [164], таке кiльце подiбно колам на водi, що виникають

вiд кинутого каменя. З iншого боку, подiбний механiзм використовується для

пояснення структури деяких кiльцевих галактик. Питання про формування

складних структур в темнiй матерiї все ще залишаються вiдкритими (див.

також обговорення в роздiлi 8). Вiдомi скупчення галактик, якi демонстру-

ють несферичний розподiл темної матерiї, наприклад, скупчення "куля" , що
Примiтка 1. https://www.spacetelescope.org/images/heic0709a/
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також може свiдчити про результат зiткнення. Проте, можна припустити, що

оскiльки темна матерiя є практично бездисипативною, сформована кiльцева

структура може iснувати протягом довгого часу. Одним з цiкавих питань є

наступне: чи може в кiльцевих галактиках темна речовина також мати кiль-

цеву структуру, особливо в тих галактиках, де кiльце барiонної речовини

сформувалося в результатi зiткнення. Для розумiння таких явищ необхiд-

но дослiджувати ефекти гравiтацiйного лiнзування, де лiнзою можуть бути

об’єкти, що мiстять кiльцеву структуру. Цьому буде присвячено роздiл 8 да-

ної дисертацiї.

1.4 Тороїдальнi вихори в астрофiзичних об’єктах

У попереднiх роздiлах розглядалися астрофiзичнi об’єкти, в яких тор ха-

рактеризується гравiтацiйними властивостями (АЯГ, кiльцевi галактики). У

наступних роздiлах ми подивимося на тороїдальнi структури як на гiдроди-

намiчнi об’єкти, в яких основний рух вiдбувається по малому контуру. При

цьому особливий iнтерес становить взаємодiя вихорiв з потоком, в якому во-

ни рухаються. Такi задачi мають цiкавi застосування як до атмосфер планет,

так i до активних ядер галактик.

1.4.1 Вихори в атмосферах планет

На вiдмiну вiд атмосфери Землi, де вихровi утворення характеризують-

ся малим часом життя, на iнших планетах вихори можуть зберiгати свою

структуру довгий час.

Прикладом може служить вiдома Червона пляма на Юпiтерi, яка являє

собою довгоiснуючий вихор, який пiдкручується з обох сторiн течiями в ат-

мосферi. Також система вихорiв присутня на Сатурнi в Гексагонi. Подвiйний

вихор на пiвденному полюсi Венери, виявлений космiчним апаратом Venus

Express (рис.1.22 з сайту European Space Agency https://www.esa.int/ spacein

images/ Images/2006/06/), також є унiкальним утворенням. Цей подвiйний

вихор був зареєстрований радянським апаратом "Венера" багато рокiв тому,

а пiдтвердження його iснування за допомогою Venus Express показало, що

це утворення досить стабiльне, а рух вихорiв вiдбувається навколо полюса.
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Рис. 1.22. 4 зображення, Venus Express, якi отриманi з 12 по 19 квiтня 2006
року (з сайта ESA).

У роздiлi 2 буде розглянута задача про динамiку пари точкових вихорiв в

потоцi, результати якої можна застосувати до вихорiв на Венерi.

1.4.2 Компоненти джетiв в АЯГ

Iнший приклад динамiки вихорiв пов’язаний з об’єктами, в яких присутня

осесиметрична течiя. Такими об’єктами є активнi ядра галактик, в централь-

них областях яких присутня як акрецiя, так i витiкання (вiтер). АЯГ також

характеризуються наявнiстю джетiв, якi виникають в безпосереднiй околи-

цi чорної дiри. Виникненню джетiв присвячена велика кiлькiсть робiт (див.,

наприклад, монографiї [59, 20]). У бiльшостi з них визначальну роль вiдiграє

сильне магнiтне поле [102, 103, 177], або "зовнiшнє" , або яке виникає вна-

слiдок розвитку нестiйкостей в плазмi акрецiйного диска. Це поле служить

направляючою для руху частинок пiд дiєю електромагнiтних, вiдцентрових i

гравiтацiйних сил, дозволяючи їм рухатися проти сили тяжiння i нести обер-

тальний момент, що необхiдно для ефективної акрецiї, вiдповiдальної за ак-

тивнiсть ядра (див. обговорення i посилання в оглядах [178, 108, 185, 179]). З

огляду на складностi проблеми використовуються не тiльки аналiтичнi, а й

потужнi обчислювальнi методи [198, 234]. В той самий час, сама можливiсть

iснування сильних магнiтних полiв в акрецiйних дисках в околицях чорних

дiр не цiлком зрозумiла (див. обговорення в [59], c.180).

Насправдi на малих (парсекових для АЯГ) вiдстанях вiд ядра спостерi-

гається поява окремих компонент радiоджетiв, якi можуть мати навiть над-
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свiтловi швидкостi [236] 1. Одне з припущень може бути пов’язано з тим, що

компоненти джетiв можуть формуватися за рахунок появи вихрових утво-

рень в акрецiйному потоцi з подальшим викидом.

Рис. 1.23. Приклад дипольного тороїдального вихору. Злiва: результати МГД
моделювання для пульсара [117].) Справа: схема тороїдального вихору в ак-
рецiйному потоцi (масштаби вихору значно менше масштабiв затiнюючого
тора) [83].

На рис.1.23 показанi приклади дипольного тороїдального вихору. Рисунок

злiва демонструє результат релятивiстського МГД моделювання для випад-

ку слабкого тороїдального магнiтного поля зi застосуванням до пульсару в

Крабовиднiй туманностi [117]. В даному випадку лiнiї струму спрямованi вiд

диска. Рисунок справа показує схему дипольного вихору iз циркуляцiєю, яка

спрямована в бiк акрецiйного потоку. Така структура може вiдповiдати вих-

ровому утворенню в акрецiйному потоцi АЯГ. Формування такого вихору в

разi суцiльного середовища може бути результатом пiдкручення за наявностi

двох типiв руху (акрецiї i вiтру) [6, 83]. В межах моделi дипольного торої-

дального вихору, розглянутого в роздiлi 2 i 3, буде показано, що наявнiсть

акрецiйного потоку здатна приводити до викиду компонент вихору зi швид-

кiстю, яка залежить вiд потужностi стоку.

Слiд зауважити, що дослiдження кiльцевих систем з вихровим рухом та-

кож важливо для розумiння динамiцi в гравiтуючому торi. Нижче ми побачи-

мо, що в масивному торi для компенсацiї стиску по малому радiусу необхiдний
Примiтка 1. Цей ефект, який називають ефектом релятивiстської аберацiї, пов’язаний з тим, що кут мiж променем зору
та спостерiгачем малий i при русi частинок зi швидкiстю, близькою до швидкостi свiтла, "видима" швидкiсть здається вище
швидкостi свiтла [25].
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вихровий рух. Тому дослiдження тороїдальних вихорiв також важливо для

загального розумiння процесiв в гравiтуючому торi.
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ВИСНОВКИ ДО РОЗДIЛУ 1

Тороїдальнi структури спостерiгаються в астрофiзичних об’єктах рiзних

типiв. В активних ядрах галактик це затiнюючi тори, якi вiдiграють iстотну

роль в пiдживленнi акрецiйного диска i в забезпеченнi акрецiї. Данi спосте-

режень показують, що затiнюючi тори складаються з хмар, а їх розподiл

гауссiв зi згладженими межами. При цьому газопиловi тори мають iстотну

геометричну товщину, фактично плавно переходячи до областi формуван-

ня вiтрiв. Маса тора може досягати вiд 1 до 10 вiдсоткiв вiд маси НМЧД,

що вимагає урахування гравiтацiйних властивостей таких об’єктiв. Крiм то-

го, актуальною є побудова динамiчної моделi затiнюючого тора в АЯГ, яка

здатна пояснити геометричну товщину тора, задовольнити умовам затiнення

АЯГ, а також взяти до уваги не тiльки самогравiтацiю тора, а й взаємодiї

мiж хмарами. Подiбна модель буде запропонована i детально дослiджена в

роздiлах 6 – 7. Для побудови такої моделi необхiдно в першу чергу дослiдити

гравiтацiйний потенцiал тора в рамках класичної теорiї потенцiалу i цьому

буде присвячений роздiл 4. Це необхiдно як для аналiзу кривих обертання

АЯГ, так i для коректної iнтерпретацiї чисельних експериментiв. Наприклад,

дослiдження руху пробної частинки у внутрiшньому потенцiалi тора дозво-

лить, як буде видно в роздiлi 6, правильно iнтерпретувати результати задачi

N тiл при дослiдженнi рiвноважної форми самогравiтуючого тора.

Iншим типом об’єктiв з кiльцевою структурою є кiльцевi галактики. Цi

об’єкти вiдрiзняються тим, що маса кiльця порiвнянна з масою центральної

галактики, що також вказує на необхiднiсть врахування гравiтацiйного впли-

ву кiльця (тонкого тора). Результати дослiдження гравiтацiйного потенцiалу

тора (роздiл 4) дозволять розглянути задачу про рух частинки в такiй системi

фактично на аналiтичному рiвнi (роздiл 5), а унiкальнi властивостi системи,

якi будуть виявленi, здатнi пояснити спостережувану щiлину мiж централь-

ною галактикою i кiльцем в об’єктi Хога. Крiм того, працюючи як гравiта-

цiйна лiнза, об’єкти, якi мiстять кiльцеву структуру, можуть призводити до

цiкавих ефектiв гравiтацiйного лiнзування, якi розглянутi в роздiлi 8. Ви-

никнення декiлькох кiлець Ейнштейна в такiй системi, можливо, дозволить
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в майбутньому знаходити в оглядах неба новi системи, якi мають кiльцевi

структури.

Як буде видно нижче, для об’єктiв з iстотною масою тора, порiвняною з

центральною масою, важливим стає не тiльки орбiтальний рух в торi, а й рух

по його малому контуру, який необхiдний для компенсацiї стиснення по ма-

лому радiусу за рахунок вiдцентрових сил. Це, фактично, аналог вихрового

руху, який добре вивчений в задачах гiдродинамiки. Тобто в подiбних систе-

мах вихровий рух може з’явитися як результат самогравiтацiї. Тому неза-

лежне дослiдження динамiки тороїдальних вихорiв з урахуванням орбiталь-

ного руху, а також пошук додаткових iнтегралiв, може давати iнформацiю

про стiйкiсть таких систем, що буде розглянуто в роздiлах 2 – 3. З iншо-

го боку, тороїдальнi (кiльцевi) вихори можуть мати нетривiальну динамiку

в системах, де iснує осесиметрична течiя, тобто в таких об’єктах, як АЯГ

i мiкроквазари, що у свою чергу дозволить знайти новi можливi механiзми

формування компонент джетiв.

Основнi положення цього роздiлу викладенi у публiкацiях автора [4, 6, 16,

74, 79, 82, 83, 84, 85, 86].
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РОЗДIЛ 2

ДИНАМIКА ТОРОЇДАЛЬНОГО ВИХОРУ У РАДIАЛЬНОМУ
ПОТОЦI (2D ВИПАДОК)

Взаємодiя кiльцевих вихорiв з потоками становить значний iнтерес i має

численнi застосування як до атмосферних явищ, так i в астрофiзичних систе-

мах. У 2008 роцi виповнилося 150 рокiв класичнiї роботi Германа Гельмгольца

[153], що стала тим фундаментом, на якому почала будуватися теорiя вихорiв.

Один з журналiв присвятив увесь свiй випуск цьому ювiлею, де можна знайти

багато корисних посилань [71]. Переклади двох основних робiт Гельмгольца

(1858 р. i 1868 р.) були також недавно перевиданi [24]. Дослiдженню вихорiв

присвятив ряд робiт Анрi Пуанкаре. В курсi лекцiй "Теорiя вихорiв" [50]

вiн не тiльки викладає основнi результати Г.Гельмгольца i Г.Кiрхгофа, але

також наводить i власнi результати, багато з яких залишилися незавершени-

ми. Теорiї вихорiв присвяченi роздiли багатьох монографiй, де можна знайти

вiдповiднi посилання на статтi, присвяченi цим цiкавим об’єктам, наприклад,

[33, 40, 38, 18, 48, 54, 39, 58].

Динамiку вихорiв зручно розглядати в плоскому (2D) випадку. Дуже гарну

аналогiю навiв А.Зоммерфельд [33]: "Пiд час веслування можна помiтити, що

в тому мiсцi, де весло виходить з води, утворюються маленькi поглиблення —

"вихровi западини" , — якi пробiгають по поверхнi води. Вони являють собою

кiнцi вихрових дуг, якi утворюються слiдом за веслом при його проходженнi

через воду. ... Ця пара вихрових воронок пробiгає по водi з такою ж швид-

кiстю, з якою вiдбувається поступальний рух вихрової дуги, яка їх з’єднує."

Такою аналогiєю А. Зоммерфельд демонстрував, що для дослiдження дина-

мiки кiльцевих вихорiв достатньо застосовувати наближення плоских вихорiв

[33]. Дiйсно, розглянуту в цьому прикладi вихрову дугу можна представити у

виглядi частини кiльцевого вихору, роздiленого меридiональною площиною.

З iншого боку, розсiкаючи кiльцевий вихор меридiональною площиною, ми

зводимо задачу до пари плоских вихорiв з циркуляцiями, рiвними по моду-

лю, але протилежними за знаком. При цьому данi вихори розташованi симет-

рично щодо осi руху. Розглядаючи задачу в такому наближеннi, ми можемо
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скористатися основними теоремами i рiвняннями для плоских вихорiв, якi

дозволяють розглянути задачу аналiтично.

У цьому роздiлi ми дослiджуємо динамiку одиночного i дипольного кiль-

цевого вихору в радiальному (збiжному i розбiжному) потоцi. При цьому, як

було зазначено вище, ми будемо розглядати їх у виглядi системи точкових ви-

хорiв. Таке наближення дозволить отримати аналiтичнi вирази, дослiджува-

ти задачу в гамiльтоновому та лагранжевому формалiзмi, а також визначити

ряд цiкавих динамiчних властивостей.

2.1 Плоскi вихори в радiальному потоцi

Як зазначалося на початку роздiлу, у двовимiрнiй гiдродинамiцi кiльцевий

вихор моделюється парою точкових вихорiв з рiзними знаками циркуляцiї i

розташованими симетрично щодо осi руху. Такi вихори називають "парою

вихорiв" [40]. За вiдсутностi потоку рух пари вiдбувається рiвномiрно i пря-

молiнiйно вздовж осi симетрiї [33, 40], при цьому швидкiсть компоненти вих-

рової пари визначається виразом

V =
Γ

2πR
, (2.1)

де R — вiдстань мiж точковими вихорами (або в тривимiрному випадку —

дiаметр кiльцевого вихору), Γ — циркуляцiя (див. нижче). При цьому вид-

но, що чим менша вiдстань R, тим бiльша швидкiсть вихору. Такий зв’язок

пiдтверджується експериментами з кiльцевими вихорами (наприклад, кiльце-

вий вихор, який створюється курцем). Чим бiльший радiус кiльцевого вихору,

тим повiльнiше вiн рухається. Для системи декiлькох вихорiв iснує цiкавий

ефект, названий "чехарда вихорiв". Цей ефект докладно розглянуто в моно-

графiї А. Зоммерфельда "Механика деформируемых сред" [33]. Нехай ру-

хається вихрове кiльце радiусом R1 зi швидкiстю V1, згiдно (2.1). Через дея-

кий час запускається друге кiльце з меншим радiусом R2 < R1 i зi швидкiстю

V2 > V1. Такий вихор наздожене перший вихор i проскочить крiзь нього. На

цьому етапi взаємодiя вихорiв призведе до того, що швидкiсть першого вихо-

ру збiльшиться V1 > V2, тобто зменшиться його радiус R1 < R2. Цей процес

при низькiй дисипацiї може повторюватися багато разiв.
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Рис. 2.1. Схема руху в ефектi "чехарда вихорiв". Злiва: 3D представлення
(див. [33]); справа: 2D представлення (рух плоских вихорiв).

При описi плоскими вихорами, ми пропонуємо уявлення чехарди вихорiв

у виглядi двох типiв рухiв: 1) обертання компонент з рiзних пар по колу i

2) поступальний рух центрiв цих кiл уздовж осi загального руху. Такий опис

феноменологiчно моделює чехарду кiльцевих вихорiв 1.

Наведемо основнi рiвняння для плоских вихорiв, якi ми будемо використо-

вувати в подальшому дослiдженнi. Дотримуючись виведенню, наведеного в

[36], отримаємо рiвняння збереження завихренностi у двовимiрному випадку

з теореми Томсона збереження циркуляцiї:
dΓ

dt
= 0, (2.2)

де циркуляцiя швидкостi Γ =
�
vdl. Використовуючи теорему Стокса i врахо-

вуючи малiсть контуру, отримуемо Γ =
�

rotvds ≈ rotvδs, де δs = δx δy ez,

та ez одиничний вектор уздовж осi z. Тодi Γ = rotv δx δy ez i

Γ = rotzvδs.

Похiдна вiд циркуляцiї
dΓ

dt
=

d

dt
(rotzv) · δs+ rotzv

dδs

dt
. (2.3)

Врахуємо умову нестисливостi, що призводить до рiвняння неперервностi у

виглядi

divv = 0 (2.4)

i
dδs

dt
= δvxδy + δvyδx = δs

(
δvx
δy

+
δvy
δx

)
= δs divv = 0. (2.5)

Примiтка 1. Ця iдея виникла на основi порiвняння з рухом планет по епiциклам i деферентам в картинi свiту Птолемея.
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Пiдставляючи (2.5) в (2.3) i з урахуванням (2.2), остаточно одержуємо рiв-

няння збереження завихренностi у двовимiрному випадку:

d

dt
rotz v = 0,

d

dt
≡ ∂

∂t
+ (v�). (2.6)

Визначимо швидкiсть течiї через функцiю струму ψ таким чином, щоб вона

задовольняла рiвнянню неперервностi (2.4), тобто

vx = −∂ψ
∂y
, vy =

∂ψ

∂x
.

Тодi

rotz v =

(
∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y2

)
ez = �ψez.

Застосування другої частини субстанцiональної похiдної дає:

(v�)rotz v =

(
−∂ψ
∂y

∂�ψ
∂x

+
∂ψ

∂x

∂�ψ
∂y

)
ez = J(ψ,�ψ)ez,

де J(α, β) — якобiан. Пiдставляючи отриманi вирази в (2.6), отримуємо рiв-

няння для функцiї струму на площинi:

∂�ψ
∂t

+ J(ψ,�ψ) = 0. (2.7)

Оскiльки ми розглядаємо рух вихорiв в потоцi, видiлимо в функцiї струму

регулярну компоненту ψr, що описує потiк, i сингулярну ψs компоненту, що

описує точковi вихори

ψ = ψr + ψs, ψs =
1

2π

∑
m

Γm ln |r− rm|, (2.8)

де Γm — iнтенсивнiсть m-го вихору, а rm — його радiус-вектор. На рис.2.2, як

приклад, показана схема довiльно розташованих двох вихорiв з протилежни-

ми за знаком циркуляцiями. Тут використовується рiвняння Кiрхгофа (див.

нижче), а також пiдхiд, розвинений Г.М.Резнiком в роботi [209]. Сингулярна

компонента задовольняє рiвнянню Пуассона [2, 46]

�ψs =
∑
m

Γmδ(x− xm)δ(y − ym). (2.9)

Пiдставляючи (2.8) до (2.7), отримуємо рiвняння для функцiї струму

∂�ψr

∂t
+ J(ψs + ψr,�ψr) = 0, (2.10)
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Рис. 2.2. Два точкових вихору в декартових i полярних координатах. Напрями
стрiлок вiдповiдають Γ1 < 0 , Γ2 > 0.

i вирази для компонент швидкостi m-го вихору (рiвняння Кiрхгофа для руху

вихорiв):

ẋm = − ∂(ψr + ψm
s )

∂y

∣∣∣∣
r=rm

, ẏm =
∂(ψr + ψm

s )

∂x

∣∣∣∣
r=rm

, (2.11)

де ψm
s — функцiя струму ψs без вкладу m-го вихору. Виберемо регулярну

компоненту ψr, що описує радiальний розбiжний потiк з джерелом в початку

координат 1, у виглядi

ψr = −Qφ, Q = Const > 0. (2.12)

Тодi завихренiсть потоку обертається в нуль:

�ψr =
∂2ψr

∂r2
+

1

r

∂ψr

∂r
+

1

r2
∂2ψr

∂φ2
= 0. (2.13)

Рiвняння (2.10) задовольняється тотожно, а (2.11) дають з урахуванням

(2.12):

ẋm = − ∂ψm
s

∂y

∣∣∣∣
r=rm

+Q
xm
r2m
,

(2.14)

ẏm = − ∂ψm
s

∂x

∣∣∣∣
r=rm

+Q
ym
r2m
.

Рiвняння (2.14) є рiвняннями руху довiльно розташованих вихорiв в радiаль-

ному потоцi з потужнiстю Q. У разi двох вихорiв (рис. 2.2) рiвняння (2.14)
Примiтка 1. Зауважимо, що наближення нестисливої рiдини, яке використовується, вiдмовляє на малих вiдстанях вiд
джерела (стоку) радiальної течiї, якi визначаються величиною швидкостi звуку.
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набувають вигляду

ẋ1 = −Γ2

2π

y12
r212

+Q
x1
r21
, ẏ1 =

Γ2

2π

x12
r212

+Q
y1
r21

(2.15)

ẋ2 =
Γ1

2π

y12
r212

+Q
x2
r22

ẏ2 = −Γ1

2π

x12
r212

+Q
y2
r22
.

Тут (x12, y12) = (x1 − x2, y1 − y2), r12 = |r1 − r2|. Рiвняння руху (2.15) опису-

ють динамiку двох вихорiв з довiльно заданими координатами в радiальному

потоцi з постiйною потужнiстю.

2.2 Рiвняння руху одиночного кiльцевого вихору
в радiальному розбiжному потоцi

Для дослiдження динамiки одиночного тороїдального вихору, якому у 2D

описi вiдповiдає пара точкових вихорiв (рис. 2.3), необхiдно задати вiдповiд-

нi початковi координати компонент. Нехай Γ2 = −Γ1 (вихрова пара) i вихо-

Рис. 2.3. Пара вихорiв в розбiжному радiальному потоцi.

ри в початковий момент розташованi симетрично щодо осi x (рис. 2.3). Тодi

x12 = 0, y2 = −y1 i достатньо стежити за рухом одного з компонентiв пари

y = y1 > 0, для якого (2.15) приводяться до вигляду:

ẋ = − Γ

4πy
+Q

x

r2
, a)

(2.16)

ẏ = Q
y

r2
. b)
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Тут x = x1 = x2, r =
√
x2 + y2, Γ = Γ2 > 0. Як вiдомо [40], за вiдсутностi

потоку така пара рухається поступально зi швидкiстю Γ/(4πy) в негативному

напрямку осi x. З (2.16 b) слiдує, що ẏ > 0, тобто для розбiжного потоку

вiдстань мiж вихорами збiльшується, а взаємодiя мiж ними (перший член в

(2.16 a) зменшується.

2.2.1 Гамiльтонова формулювання i iнтегрування рiвнянь

Можна виписати гамiльтонiан H для довiльної системи вихорiв, що задо-

вольняє (2.14):

H =
1

4π

∑
m�=n

ΓmΓn ln rmn −Q
∑
m

Γm arcctg
(
xm
ym

)
. (2.17)

Для цього достатньо помножити рiвняння (2.14) на Γm i перевiрити, що

ẋm
∂H

∂xm
+ ẏm

∂H

∂ym
= 0, m = 1, 2, .., (2.18)

в силу чого

Γmẋm = − ∂H

∂ym
, Γmẏm =

∂H

∂xm
. (2.19)

Вихiднi рiвняння для пари вихорiв, що рухається симетрично щодо джерела,

яке помiщено в початок координат (рiвняння (2.16)), в декартових координа-

тах приводяться до канонiчної форми

ẋ = −∂H
∂y

, ẏ =
∂H

∂x
(2.20)

з гамiльтонiаном H, який явно не залежить вiд часу:

H(x, y) =
Γ

4π
ln y −Q arcctg

x

y
. (2.21)

Його значення – "енергiя" E (перший iнтеграл системи (2.16)) параметризує

траєкторiю пари, що може бути записано у виглядi

E =
Γ

4π
ln y −Q arcctg

x

y
, (2.22)

де фаза руху по траєкторiї Φ ≡ arcctg(x/y) дорiвнює

Φ =
Γ

4πQ
ln y − E

Q
. (2.23)
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У залежностi вiд спiввiдношення мiж параметрами вихору i вiтру, можливий

випадок зворотного руху пари мiж x− i x+, де

x± = y
2πQ

Γ

⎛
⎝1±

√
1−
(

Γ

2πQ

)2
⎞
⎠ . (2.24)

У точках x± похiдна ẋ змiнює знак. Це означає, що траєкторiя руху вихору

мiстить точки повороту. Для iснування цих точок повороту повинна викону-

ватися нерiвнiсть

(2πQ/Γ)2 ≥ 0. (2.25)

При Γ > 0 пара рухається в негативному напрямку осi x. Нескiнченностi

вiдповiдають значення фази Φ, рiвнi

Φ = 0+, при x = +∞,

(2.26)

Φ = π − 0, при x = −∞.

При Γ < 0 пара рухається в позитивному напрямку осi x. Аргумент котан-

генса лежить при цьому в iнтервалi (−π, 0) i нескiнченностi вiдповiдають

значення фази Φ, рiвнi

Φ = 0−, при x = −∞,

(2.27)

Φ = −π + 0, при x = +∞.

Зручно розглядати рух вихорiв в полярних координатах: x = r cosϕ, y =

r sinϕ, ϕ = arcctg(x/y) . У цьому випадку рiвняння (2.16) набувають вигляду:

ṙ = − Γ

4πr
+
Q

r
, a)

(2.28)

ϕ̇ =
Γ

4πr2
. b)

Цi рiвняння також можна записати в гамiльтоновiй формi

ξ̇ = −∂H̃
∂ϕ

, ϕ̇ =
∂H̃

∂ξ
, H̃ =

Γ

4π
ln ξ +

Γ

4π
ln sin2 ϕ− 2Qϕ, (2.29)
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де ξ = r2, а гамiльтонiан H̃(ξ, ϕ) вдвiчi бiльший за гамiльтонiан H(x, y) для

тiєї ж системи в декартових координатах: H̃ = 2H. Таким чином, рiвняння

руху Гамiльтона в цих координатах набувають вигляду:

ξ̇ = 2Q− Γ

2π
ctgϕ,

(2.30)

ϕ̇ =
Γ

4πξ
.

Мiнiмальна вiдстань до центру (джерела) r∗ досягається при значеннi поляр-

ного кута ϕ∗ = arcctg(4πQ/Γ). Рiвняння траєкторiї r(ϕ), яка параметризова-

на значенням гамiльтонiана, явно розв’язується вiдносно вiдстанi до центру

ξ(ϕ) ≡ r2(ϕ) = exp

(
8π

Γ
E +

8πQ

Γ
ϕ− ln sin2 ϕ

)
, (2.31)

де Ẽ = 2E, а E визначається формулою (2.22). Рiвняння (2.28 б) з урахуван-

ням (2.31) iнтегрується в квадратурах

t− t0 =
4π

Γ

� ϕ

ϕ0

dϕ1 exp(2(μ+ λϕ1)− ln sin2 ϕ1), (2.32)

де μ =
4πE

Γ
, λ =

4πQ

Γ

i t(ϕ) виражається через елементарнi функцiї. Обернення цiєї функцiї, а та-

кож визначення вiдстанi як функцiї часу r(t) може бути зроблено чисельно.

Повертаючись до рiвняння траєкторiї в декартових координатах

x = y ctg
[

Γ

4πQ
ln y − E

Q

]
, (2.33)

знайдемо вiдстань мiж компонентами пари на нескiнченному вiддаленнi вiд

джерела. Вiдповiдно до (2.27)

y+∞ = exp

(
4πE

Γ

)
, y−∞ = exp

(
4π(E + πQ)

Γ

)
. (2.34)

Вiдстань мiж вихорами в парi збiльшується пiсля проходження областi пото-

ку в 2 exp(4π2Q/Γ) разiв.

2.2.2 Здування компонент вихрової пари потоком

Виберемо значення енергiї так, щоб потрапити на необхiдну траєкторiю.

Наприклад, для траєкторiї зi зворотним рухом повинна виконуватися умова
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(2.25). Розглядаючи (2.24) спiльно з рiвнянням траєкторiї представимо його

у виглядi

x± = y±
2πQ

Γ

⎛
⎝1±

√
1−
(

Γ

2πQ

)2
⎞
⎠ , (2.35)

де y± визначимо згiдно

y± = exp

(
4π

Γ
(E +Q arcctgΨ±)

)
, (2.36)

через значення фази

Ψ± =
2πQ

Γ

⎛
⎝1±

√
1−
(

Γ

2πQ

)2
⎞
⎠ . (2.37)

Вибираємо вiдповiдне значення y0, що потрапляє в допустимий iнтервал, який

визначається граничними значеннями (2.34) i досить близьке до положення

точки повороту. З рiвняння траєкторiї знаходимо вiдповiдне йому значення

x0 i будуємо чисельно траєкторiю i вiдповiдний їй графiк як x(y). Звертаючи

графiк, знаходимо потрiбну функцiю y(x).

Рис. 2.4. Траєкторiя вихору в областi "позаднього" руху. Пара приходить
справа. Обранi параметриQ = 1, Γ = 2π−0.6, E = 0 вiдповiдають траєкторiї,
що проходить через точку x0 = 6.17, y0 = 2.

З рис. 2.4 видно, що вихорова пара, яка приходить з позитивної нескiнчен-

ностi по x, в мiру наближення до джерела вiтру розходиться i в певнiй части-

ни траєкторiї при вiдповiдних параметрах може здiйснювати дiйсно зворот-

ний рух. Пiсля чого, опинившись на досить великiй вiдстанi вiд джерела вiт-

ру, де вплив його слабшає, пара продовжує рух в колишньому напрямi, який
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Рис. 2.5. Траєкторiї вихору при рiзних значеннях безрозмiрного параметра
L = 2πQ/A та E = 0. Крива, яка вiдповiдає значенню L = 1, роздiляє областi
зi зворотним рухом вихору (L > 1) i руху без точок повороту (L < 1).

визначається знаком циркуляцiї. Вона виходить на асимптотику на негатив-

нiй нескiнченностi зi змiненою (збiльшеною вiдповiдно до (2.34)) вiдстанню

мiж компонентами.

Можна також побудувати траєкторiї вихорiв в центральному потоцi, чи-

сельно розв’язуючи диференцiальнi рiвняння пари (2.16), використовуючи

згаданi значення x0 i y0 як початковi значення. Сiмейство траєкторiй, що

мiстять i не мiстять область зворотного руху, показано на рис.2.5.

2.2.3 Прискорення вихрової пари радiальним збiжним потоком

Нехай радiальний потiк є збiжним (рис. 2.6). В цьому випадку в наведе-

x

y

1

2

Рис. 2.6. Пара вихорiв в збiжному потоцi (схема в декартових осях).

них рiвняннях Q < 0 i його зручно замiнити згiдно Q = −P = const < 0.

При цьому вираз для регулярної компоненти функцiї струму переписується
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у виглядi

ψr = −Qϕ = Pϕ. (2.38)

Тодi згiдно (2.16 б) ẏ < 0 i вiдстань мiж вихорами зменшується. Вiдстанi мiж

компонентами пари на нескiнченностi вiдповiдно до (2.26) мають вигляд

y+∞ = exp

(
4πE

Γ

)
, y−∞ = exp

(
4π(E − πP )

Γ

)
. (2.39)

З (2.39) слiдує, що пiсля проходження повз стоку вiдстань мiж центрами

вихорiв зменшується в 2 exp(4π2P/Γ) разiв. Слiдуючи тiй же схемi, що i вище,

знаходимо траєкторiю руху пари.

Рис. 2.7. Траєкторiя вихору (компонента пари) в областi "позаднього" руху.
Пара приходить справа. Обранi параметри вiдповiдають P = −Q = 1, Γ =
2π − 0.6, E = 0.

Видно, що вiдстань мiж компонентами пари, що приходить з нескiнченно-

стi, зменшується, а в певнiй частинi траєкторiї поблизу стоку при вiдповiдних

параметрах вихори можуть здiйснювати зворотний рух (рис. 2.7). При цьому,

опинившись на досить близькiй вiдстанi вiд стоку, пара набуває додаткової

швидкостi завдяки зменшенню вiдстанi мiж її компонентами i, пройшовши

другу точку повороту, продовжує рух з бiльшою швидкiстю в колишньому

напрямi, який визначається знаком циркуляцiї. Пара виходить на асимптоти-

ку на негативнiй нескiнченностi зi зменшеною вiдстанню мiж компонентами

i, вiдповiдно, зi швидкiстю руху, яка збiльшується. У розглянутому прикладi

(рис. 2.7) швидкiсть пари, "викинутої" з областi стоку, збiльшилася на три

порядки. Цей результат представляє iнтерес, оскiльки показує, що пара ви-
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хорiв може набувати значну швидкiсть, прискорюючись стоком, при цьому

кiнцева швидкiсть залежить вiд вiдношення потужностi стоку до iнтенсивно-

стi вихору. Надалi ми побачимо, що така ситуацiя зберiгається для випадку

дипольного вихору, при урахуваннi тривимiрного випадку i для бiльш склад-

ної течiї.

2.2.4 Лагранжевiй опис

Загальний вираз для лагранжiана має вигляд: L̃ = pq̇−H̃, де узагальнений

iмпульс p в полярних координатах є ξ, а узагальнена координата q = ϕ. Тодi

L̃ = ξϕ̇− H̃ i, з урахуванням (2.30), з точнiстю до константи L̃ = −H̃.

Гамiльтонiан в полярних координатах (2.29) можна представити у виглядi

H̃ = K̃(ξ)+ Ũ(ϕ), де ϕ, кiнетична енергiя K̃(ξ) = Γ ln ξ/(4π), а потенцiальна

Ũ(ϕ) = Γ ln sin2 ϕ/(4π)− 2Qϕ. Тодi лагранжiан системи

L̃(ϕ̇, ϕ) =
Γ

4π
ln ϕ̇− Γ

4π
ln sin2 ϕ+ 2Qϕ+ const, (2.40)

де узагальнена швидкiсть ϕ̇ = Γ/(4πξ) обернено пропорцiйна iмпульсу ξ.

Рiвняння траєкторiї ми можемо отримати, розв’язуючи рiвняння Лагранжа

d

dt

∂L̃

∂ϕ̇
=
∂L̃

∂ϕ
.

З урахуванням виразу для L̃(ϕ̇, ϕ), рiвняння Лагранжа зводиться до
ϕ̈

ϕ̇2
= 2ctgϕ− 8π

Γ
Q. (2.41)

Ми можемо також представити це рiвняння у виглядi:
ϕ̈

ϕ̇
= F (ϕ)ϕ̇, (2.42)

де F (ϕ) = 2ctgϕ− 8πQ/Γ. Тодi

d ln ϕ̇ =

�
F (ϕ)dϕ. (2.43)

Пiсля iнтегрування одержуємо:

d ln
ϕ̇

C1
= 2 ln sinϕ− 8πQϕ

Γ
. (2.44)

Iнтегруючи ще раз, отримуємо розв’язок у виглядi

(t− t0) = C

� ϕ

ϕ0

dϕ sin−2 ϕ× exp

(
8πQϕ

Γ

)
, (2.45)
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який вiдповiдає отриманому вище (2.32) в рамках гамiльтонового пiдходу, де

C = 1/C1 = 4π exp(8πE/Γ)/Γ.

2.3 Вихори одного знака в радiальному потоцi

Розглянемо два вихори одного знака з рiвною за величиною циркуляцiєю

в радiальному потоцi, розташованих симетрично щодо джерела (рис. 2.8).

Рис. 2.8. Початковий стан для двох вихорiв одного знака з Γ1 = Γ2 = Γ. За
вiдсутностi потоку вихори рiвномiрно обертаються по колу.

Як вiдомо [46], за вiдсутностi потоку вiдстань 2r0 мiж вихорами зберiгаєть-

ся i вони обертаються навколо центру завихреностi з кутовою швидкiстю

Γ/(2πr20). При наявностi потоку рiвняння руху (2.16) приймають вид

ẋ = − Γ

4π

y

r2
+Q

x

r2
, a)

(2.46)

ẏ =
Γ

4π

x

r2
Q
y

r2
, b)

де y = y1 = −y2, Γ1 = Γ2 = Γ. Iз системи (2.46) отримуємо r2 = 2Qt + r20,

тобто вiдстань мiж вихорами в розбiжному потоцi лiнiйно зростає з часом

(рис. 2.9а). Для збiжного потоку вiдстань мiж вихорами за кiнцевий час t =

r20/2P обертається в нуль (рис.2.9б). При цьому кутова швидкiсть обертання

вихорiв необмежено зростає. Для розв’язання системи (2.46) зручно ввести
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Рис. 2.9. Траєкторiї руху однiєї з компонент системи двох вихорiв з рiвними
iнтенсивностями Γ = 4π для випадкiв: а) розбiжного радiального потоку
Q = 0.1 i б) збiжного потоку з P = −Q = 0.1.

комплексну координату w = x+ iy. Тодi |w|2 = r2 i (2.46) набуває вигляду

ẇ

w
=

(
Q+

Γ

4π
i

)
1

|w|2 =

(
Q+

Γ

4π
i

)
(2Qt+ r20)

−1. (2.47)

Iнтегруючи рiвняння (2.47), отримуємо

w = w0

(
1 +

2Qt

r20

)(1+i Γ
4πQ)/2

, (2.48)

де w0 — початкове значення комплексної координати. У граничному випадку

Q → 0 розв’язок описує рiвномiрне обертання. Для того щоб це побачити,

введемо нову змiнну η = 2Qt/r20:

w2 = w2
0

[
(1 + η)

1
η

]i Γt

2πr20 . (2.49)

Враховуючи що limη→0(1 + η)
1
η = e, отримуємо w → w0 exp(iΓt/(2πr

2
0)).

У полярних координатах цей рух виглядає особливо просто. Легко бачити,

що вираз для миттєвої кутової швидкостi набуває вигляду (H̃ = Γ ln ξ/(4π)−
2Qϕ)

ϕ̇(t) =
Γ

4π(2Qt+ r20)
, (2.50)

звiдки

ϕ(t) =
Γ

8πQ
ln

(
1 +

2Q

r20
t

)
+ ϕ(0), (2.51)

тобто траєкторiя являє собою логарифмiчну спiраль. Граничний перехiд при

Q→ 0 стає очевидним.
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2.4 Вихори в радiальному потоцi, що обертається

Обертання потоку можна врахувати, якщо ми введемо додатковий доданок

у виразi для регулярної компоненти функцiї струму ψr = −Qϕ+ψΩ
r , де ψΩ

r =

Ωr2/2 — вiдповiдає твердотiлому обертанню потоку з кутовою швидкiстю Ω.

Тодi рiвняння руху двох вихорiв (2.15) в термiнах комплексних координат

w = x+ iy приймають вид:

∂w1

∂t
− iΩw1 =

iΓ2

2πr212
(w1 − w2) +

Q

r21
w1,

(2.52)
∂w2

∂t
− iΩw2 = − iΓ2

2πr212
(w1 − w2) +

Q

r21
w2.

Переходячи в обертову систему координат за допомогою перетворення w =

w′eiΩt, i з огляду на те, що r2 = |w|2 = |w′|2, a r212 = |w1 − w2|2 = |w′
1 −

w′
2|2, отримуємо для w′ рiвняння для вихорiв в чисто радiальному потоцi без

обертання, що дозволяють використовувати отриманi вище результати.

2.5 Дипольний тороїдальний вихор як симетрична система з
чотирьох вихорiв

В даному роздiлi розглянуто додатковий механiзм формування викидiв

за рахунок кiнематики взаємодiї вихорiв, що не вимагає впливу магнiтно-

го поля. Iстотну роль в цьому процесi вiдiграє радiальний потiк, здатний

впливати на швидкiсть викиду. При цьому, великi швидкостi компонент, якi

викидаються, як це не парадоксально на перший погляд, набуваються в збiж-

ному потоцi. Роль такого потоку в АЯГ може вiдiгравати акрецiйний диск.

Формування вихрових особливостей в диску може бути наслiдком наявностi

вiтрiв, що дiють у двох протилежних полярних напрямках i здатних привести

до додаткової пiдкрутки речовини в акрецiйному потоцi [6, 83]. Як резуль-

тат, можливе формування дипольного тороїдального вихору [83], рух якого, в

найпростiшому виглядi, можна представити як рух двох протилежно оберто-

вих кiльцевих вихорiв в радiальному потоцi. За вiдсутностi потоку ця задача

нагадує класичну задачу Гельмгольця [40] про взаємодiю кiльцевого вихору

зi стiнкою, паралельною площинi, в якiй лежить вихор. Стiнка може бути



97

замiнена дзеркальним зображенням вихору, i задача зводиться до взаємодiї

протилежно обертових вихрових кiлець. Однак в нашому випадку напрямок

обертання протилежний тому, який вiдповiдає наближенню вихору до стiнки,

i який розглядалося Гельмгольцем. (Наш варiант вiдповiдав би вiддаленню

вихору вiд стiнки.)

2.5.1 Симетрична система з чотирьох вихорiв: постановка

задачi

Розглянемо спочатку систему чотирьох вихорiв, розташованих довiльно

щодо центру радiального потоку (рис.2.10).

x

y

A
r1

�

A3

A4

1

A2

Рис. 2.10. Приклад розташування чотирьох вихорiв в радiальному потоцi з
джерелом або стоком на початку координат. Тут A ≡ Γ.

Сингулярна компонента функцiї струму одного (1-го) з системи чотирьох

вихорiв, що рухається пiд впливом потоку та iнших вихорiв, з урахуванням

формули (2.6), має вигляд

ψ1
s =

1

2π
[Γ2 ln |r− r2|+ Γ3 ln |r− r3|+ Γ4 ln |r− r4|] , (2.53)

що, з урахуванням (2.14), призводить до наступних рiвнянь руху для 1-го

вихору

ẋ1 = − 1

2π

[
Γ2
y12
r212

+ Γ3
y13
r213

+ Γ4
y14
r214

+Q
x1
r21

]
,

ẏ1 = − 1

2π

[
Γ2
x12
r212

+ Γ3
x13
r213

+ Γ4
x14
r214

+Q
y1
r21

]
.

(2.54)

Рiвняння для iнших вихорiв виглядають аналогiчно.

У випадку, що нас цiкавить, чотирьох вихорiв в потоцi, що утворюють двi

симетричнi вихровi пари (рис. 2.11), якi iмiтують рух дипольного тороїдаль-
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Рис. 2.11. Схема розташування чотирьох вихорiв в радiальному потоцi — си-
метричний випадок.

ного вихору, виконуються умови симетрiї:

Γ = Γ3 = Γ2 = −Γ1 = −Γ4,

|r1| = |r2| = |r3| = |r4| = |r|.
(2.55)

Таку задачу можна розглядати як задачу про лобове зiткнення еквiвалентних

вихрових пар при врахуваннi впливу потоку. За вiдсутностi потоку розв’язок

цiєї задачi добре вiдомий: вихори весь час залишаються в вершинах пря-

мокутника, сторони якого змiнюються з часом, розлiтаючись, зрештою, пiд

прямим кутом до напрямку первинного руху. В результатi зiткнення пари

"обмiнюються" партнерами. Їх швидкiсть на вильотi за вiдсутностi потоку

дорiвнює швидкостi на вльотi, так само як i вiдстанi мiж компонентами пар

[40, 151].

Повернемося тепер до задачi про вплив потоку на їх рух. Досить розгляну-

ти рiвняння руху тiльки одного з чотирьох вихорiв, що рухається пiд впливом

трьох iнших вихорiв i потоку, якi, пiсля урахування (2.55), зводяться до

ẋ1 = − Γ

4πy

x2

r2
+Q

x

r2
,

ẏ1 =
Γ

4πx

y2

r2
+Q

y

r2
.

(2.56)

Цi рiвняння мають гамiльтонову структуру (2.14) з гамiльтонiаном

H =
Γ

4π
ln
xy

r
−Q · arcctgy

x
, (2.57)

де r =
√
x2 + y2 — вiдстань вiд джерела, розташованого на початку коор-

динат, до центру вихору. Власне значення гамiльтонiана ("енергiю вихору")

позначимо через E. У розбiжному потоцi (Q > 0) згiдно (2.56) ẏ > 0 — ви-

хори, що становлять пару, вiддаляються один вiд одного. По координатi x є
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одна точка повороту. Пiсля її проходження характер руху iстотно змiнюється

— вiдбувається обмiн компонентами пар, якi стикаються. Траєкторiя вихо-

дить на вертикальну асимптоту, яка вiдповiдає координатi x∞. Це половинна

вiдстань мiж новими партнерами в парi на великiй вiдстанi вiд центру. Но-

вiй вiдстанi мiж компонентами вiдповiдає нове значення швидкостi пари. В

даному випадку розбiжного потоку воно зменшується. Як i в попередньому

роздiлi, зручно розглянути цi змiни в полярних координатах.

2.5.2 Система з чотирьох вихорiв в "полярних" канонiчних

змiнних

Як i в попередньому роздiлi, рух зручно розглядати в канонiчно пов’язаних

"полярних" координатах ϕ i ξ ≡ r2, де ϕ — полярний кут, а r — вiдстань до

центру. У них рiвняння мають вигляд:

ξ̇ = −Γ

π
cot 2ϕ+ 2Q , ϕ̇ =

Γ

4πξ
. (2.58)

Гамiльтонiан в полярних координатах дорiвнює

H̃ =
Γ

4π
ln(ξ sin2 2ϕ)− 2Qϕ, (2.59)

Видно, що задовольняється спiввiдношення H̃ = 2H, де H — гамiльтонiан

(2.57) в прямокутнiй системi координат [84]. Рiвняння траєкторiї вихору, па-

раметризовано енергiєю E, розв’язується вiдносно r:

r(ϕ) =
1

sin 2ϕ
exp

{
4π

Γ
(E +Qϕ)

}
. (2.60)

При ϕ, який прагне до нуля або π/2, r прямує до нескiнченностi. Це вiд-

повiдає приходу вихору в складi пари з нескiнченно вiддаленої точки по x

i розсiювання його вже в складi iншої пари iз замiненим партнером уздо-

вж осi y. При цьому параметром вихору, який приходить з нескiнченностi,

є його циркуляцiя Γ i координата горизонтальної асимптоти (половина вiд-

станi мiж компонентами пари), якi визначають його "початкову" швидкiсть.

Вiдповiдно, для вихору, що минає уздовж осi y пiсля розсiювання з "пере-

зарядженням" обчислюваним параметром є положення асимптоти v∞, яка

визначає швидкiсть пари на нескiнченностi. (Циркуляцiя вихору в данiй без-

дисипативнiй моделi не змiнюється). У термiнах кiлець (або тонких торiв) цей
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рух вiдповiдає спочатку стисненню тора уздовж великої осi в основному за

рахунок впливу другого тора, що входить в дипольний вихор, а пiсля точки

повороту — руху в основному iзольованого вихрового кiльця. Друге кiльце

рухається дзеркально симетрично. Вирази для асимптот мають вигляд

y∞ =
1

2
exp

(
4πE

Γ

)
, x∞ = y∞ exp

(
2π2Q

Γ

)
. (2.61)

На рис. 2.12 показанi траєкторiї 1-го i 3-го вихорiв, що рухаються симетрично
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Рис. 2.12. Траєкторiї 1-го i 3-го вихорiв в розбiжному потоцi для наступних
параметрiв: Γ = 4π, Q = 1, E = 0. Пунктиром позначена асимптота x = x∞.

щодо осi x. Видно, що точка повороту по x, якiй вiдповiдає кут

ϕ∗ = arctan(4πQ/Γ). (2.62)

Пiдставляючи ϕ∗ в рiвняння (2.60) i переходячи до декартових координатах,

отримуємо координати точки повороту:

x∗ =
1

2

√
1 + q2 exp

(
4πE

Γ
+ qϕ∗

)
, y∗ =

x∗
q
, (2.63)

де q = 4πQ/Γ. При q → 0 x∗ → y∞, y∗ → ∞ — точка повороту прагне

до кута π/2. Iнтегруючи рiвняння руху (2.60), отримуємо неявний вираз для

закону руху

t− t0 =
4π

Γ

� ϕ

ϕ0

dϕ1

sin2 2ϕ1

exp

{
8π

Γ
(E +Qϕ1)

}
. (2.64)

Час проходження вихору до точки повороту отримується звiдси пiдстановкою

ϕ = ϕ∗.
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2.5.3 Рух в збiжному радiальному потоцi

У збiжному потоцi (P = −Q > 0) розгляд аналогiчний. Для першого

вихору:

ẋ1 = − Γ

4πy

x2

r2
− P

x

r2
,

ẏ1 =
Γ

4πx

y2

r2
− P

y

r2
.

(2.65)

В цьому випадку ẋ < 0, що вiдповiдає монотонному зближенню пар, а єдина

точка повороту є тепер по координатi y:

ϕ∗ = arctan(4πP/Γ). (2.66)

Координати точки повороту в збiжному потоцi:

x∗ =
1

2p

√
1 + p2 · exp

(
4πE

A
+ pϕ∗

)
, y∗ = p · x∗, (2.67)

де p = 4πP/Γ. При p→ 0 x∗ → ∞, y∗ → y∞, що вiдповiдає ϕ∗ → 0.
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Рис. 2.13. Траєкторiї 1-го i 3-го вихорiв в збiжному потоцi (P = −Q > 0).
Стрiлки вказують напрямок руху. Є точка повороту по y, якiй вiдповiдає кут
ϕ∗ = arctan(4πP/Γ). Для порiвняння наведено траєкторiї цих же вихорiв за
вiдсутностi потоку (P = 0) — пунктирна крива [40].

Величина вiдношення вiдстаней мiж компонентами вихорiв на виходi i входi

зменшується експоненцiально по параметру, що визначається вiдношенням

потужностi збiжного потоку до iнтенсивностi вихорiв

y∞
x∞

= exp

(
2π2P

Γ

)
, (2.68)
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де 2y∞ — вiдстань мiж компонентами вихрової пари на "входi" , а 2x∞ — на

"виходi" (рис. 2.13). При цьому експоненцiально по тому ж параметру зростає

швидкiсть вихрових пар, якi викидаються, по вiдношенню до значення їх

швидкостi на "входi":
V ∞
y

V ∞
x

= exp

(
2π2P

Γ

)
. (2.69)

Руху пар в бiк центру на початковому етапi еволюцiї вiдповiдає стиснення

вихрових кiлець в результатi їх взаємодiї, супутньої дипольної конфiгурацiї

(див. рис.2.14).
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Рис. 2.14. Траєкторiї всiх чотирьох компонентiв вихрових пар в збiжному
потоцi. Їх руху вiдповiдає стиснення i викид вихрових кiлець, що утворюють
дипольну структуру.

В результатi "зiткнення" пар вiдбувається обмiн партнерами. Рух нових

пар в напрямку, ортогональному початковому руху, вiдповiдає власному ру-

ху стиснених пiд час попередньої фази кiлець, взаємодiєю яких вже можна

знехтувати.
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2.6 Динамiка вихорiв в потоцi з особливiстю: постановка задачi

Розглянемо рух системи точкових вихорiв на фонi течiї [210], викликаної

нерухомою точковою особливiстю, яка помiщена на початку координат.

wr = C0 ln z +
C1

z
+
C2

z2
+ ... . (2.70)

Обмежимося випадком фонового потоку, симетричного вiдносно осi Ox. Тодi

всi коефiцiєнти Ck ряду (2.70) потрiбно вважати дiйсними, оскiльки вiсь Ox

повинна бути лiнiєю струму. Представляючи комплексний потенцiал через

звичайний потенцiал швидкостi ϕ i функцiю струму ψ у виглядi

wr = ϕr + iψr, (2.71)

в полярних координатах (r, θ), таких що z = r exp iθ, для функцiї струму

отримуємо вираз

ψr = C0θ − C1

r
sin θ − C2

r2
sin 2θ − ... . (2.72)

Радiальна та азимутальна компоненти швидкостi фонового потоку визнача-

ються умовами

Vr =
1

r

∂ψr

∂θ
, Vθ = −∂ψr

∂r
. (2.73)

Зауважимо, що комплексний потенцiал виду (2.70) дозволяє отримати на де-

якiй окружностi z = R довiльний (в даному випадку — симетричний вiдносно

осi Ox) розподiл радiальної складової швидкостi:

Vr(R, θ) = f(θ), θ ∈ [0; π]. (2.74)

Дiйсно, з (2.72) — (2.74) слiдує

f(θ) =
C0

R
− C1

R2
cos θ − 2C2

R3
cos 2θ − ... , (2.75)

тобто Ck можуть бути знайденi за коефiцiєнтами ряду Фур’є функцiї f(θ):

C0 =
R

π

� π

0
f(θ)dθ, Ck = −2Rk+1

πk

� π

0
f(θ) cos kθdθ k = 0, 1, 2... . (2.76)

Таким чином, поєднуючи на початку координат джерело, диполь, квадруполь

та iн. з iнтенсивностями C0, C1, C2, ..., можна отримати заданий розподiл ра-

дiальної складової швидкостi на колi z = R. Це дозволяє у зовнiшнiй областi
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кiльця описати течiю c довiльним розподiлом радiальної швидкостi, в тому

числi комбiнацiю вiтру та акрецiї, типових для АЯГ 1.

Надалi окремо буде вивчений випадок, коли у фоновому потоцi є двi осi

симетрiї: Ox i Oy. Тодi слiд покласти C2k+1 = 0 (k = 0, 1, 2, ...). Функцiя

струму в цьому випадку має вигляд

ψr = C0θ − C2

r2
sin 2θ − C4

r4
sin 4θ − ... , (2.77)

i довiльний розподiл радiальної фонової швидкостi Vr може бути "створе-

но" в першому квадрантi (0 ≤ θ ≤ π/2) на дузi кола z = R за допомогою

вiдповiдного вибору коефiцiєнтiв C0, C2, C4,... .

2.6.1 Особливiсть диполь + квадруполь

Динамiка вихрової пари в радiальному потоцi вiд нерухомого точкового

джерела (стоку), розташованого на осi пари, вивчена в [84] i детально розг-

лянута в попереднiх роздiлах. Розглянемо подiбну задачу в разi особливостi

типу "диполь + квадруполь" (рис.2.15).

Рис. 2.15. Схема руху пари вихорiв в потоцi "диполь + квадруполь".
Примiтка 1. Усерединi кiльця досить малого радiуса пропонований опис стає непридатним, тому що швидкостi там
можуть стати надзвуковими i наближення нестисливої рiдини втрачає сенс. Крiм того, у випадку АЯГ в цiй областi можуть
грати головну роль ефекти гравiтацiї, в’язкостi, випромiнювання та iн. Тому траєкторiї вихорiв не повиннi наближатися
занадто близько до центру системи.
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Функцiя струму для течiї вiд такої особливостi має вигляд

ψr = −C1

r
sin θ − C2

r2
sin 2θ = − C1y

x2 + y2
− 2C2xy

(x2 + y2)2
. (2.78)

Якщо вихори — компоненти пари розташованi симетрично щодо осi Ox в

точках (x, y) i (x, −y), то власна (обумовлена взаємодiєю вихорiв в парi i не

пов’язана з наявнiстю фонового потоку) швидкiсть кожного з них є

Vs = (Γ/(4πy), 0), (2.79)

де Γ — iнтенсивнiсть вихору з верхньої пiвплощини, y — його ордината. Тодi

динамiка даної пари вихорiв описується рiвняннями

ẋ =
Γ

4πy
+
∂ψr

∂y
, ẏ = −∂ψr

∂x
. (2.80)

Як випливає ще з робiт Гельмгольца, сам на себе точковий вихор не дiє. Де-

тальний аналiз можна знайти у Сеффмена [54]. В той самий час усуненню

особливостi на осi вихору вiдповiдають простi та фiзично очевиднi способи ре-

гуляризацiї: усереднення по нескiнченно малому колу, яке оточує особливiсть,

перехiд вiд рiвнянь зi зникаюче малою в’язкiстю (див., наприклад, розв’язок

для вихору, наведений в [22]).

Рiвняння (2.80) можуть бути записанi в гамiльтоновiй формi:

ẋ =
∂H

∂y
, ẏ = −∂H

∂x
, H =

Γ

4π
ln y − C1y

x2 + y2
− 2C2xy

(x2 + y2)2
. (2.81)

У «квазiполярних» координатах ξ = x2 + y2, θ = arcctg(x/y) гамiльтоновiсть

рiвнянь зберiгається:

ξ̇ =
∂Hp

∂θ
, θ̇ = −∂Hp

∂ξ
, Hp = 2H =

Γ

8π
ln(ξ · sin2 θ)− C1

sin θ√
ξ

− C2
sin 2θ

ξ
.

(2.82)

Оскiльки гамiльтонiан H явно не залежить вiд часу, то його лiнiї рiвня H =

E = const збiгаються з траєкторiями можливих рухiв компоненти вихрової

пари, що знаходиться у верхнiй координатнiй пiвплощинi (траєкторiї другого

вихору симетричнi траєкторiям першого щодо осiOx). Фазовий портрет даної

системи (рис. 2.16) має особливу точку типу "сiдло". Її координати (ξ∗, θ∗)
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Рис. 2.16. Фазовий портрет у верхнiй пiвплощинi пари вихорiв в потоцi "ди-
поль + квадруполь" C1 = 1, C2 = 1, Γ = −4π. Жирною лiнiєю видiлена
сепаратриса.

визначаються умовами ξ̇ = 0 i θ̇ = 0, або

Γ

2π
ctgθ∗ − 2C1

cos θ∗√
ξ∗

− 2C2
cos 2θ∗
ξ∗

= 0 ,

Γ

4πξ∗
+ C1

sin θ∗
ξ
3/2
∗

+ 2C2
sin 2θ∗
ξ2∗

= 0.
(2.83)

Детальний аналiз фазового портрету (особливi точки, сепаратриси) наведено

в статтi [203]. Остаточний висновок може бути сформульовани таким чином.

Якщо вихорова пара знаходиться в потоцi вiд нерухомої точкової особливо-

стi "диполь + квадруполь" , i має спiльну з нею вiсь симетрiї Ox, то iснує

тiльки одне, причому нестiйке, положення рiвноваги цiєї пари. Квазiполярнi

координати точки спокою (ξ∗, θ∗) вихору — компонента пари, що знаходить-

ся у верхнiй пiвплощинi, визначаються з системи (2.83). В окремому випадку

диполя (C2 = 0) точка спокою потрапляє на вiсь Oy (θ∗ = π/2) (рис. 2.17). У

разi квадруполя (C1 = 0) отримуємо θ∗ = π/3 (якщо ΓC2 < 0) або θ∗ = 2π/3

(якщо ΓC2 > 0).

Сепаратриснi траєкторiї, що проходять через точку спокою i початок коор-

динат, розбивають координатну площину на областi, що вiдповiдають трьом

можливим типам руху:
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Рис. 2.17. Фазовий портрет у верхнiй пiвплощинi пари вихорiв в дипольному
потоцi C2 = 0, C1 = 1, Γ = −4π. Жирною лiнiєю видiлена сепаратриса.

необмеженому руху, коли вихори приходять з нескiнченностi та знову

йдуть до нескiнченностi вздовж осi Ox;

напiвобмеженого руху, коли вихорова пара, яка приходить з нескiнченно-

стi (що йде на нескiнченнiсть), поглинається (викидається) точковою особ-

ливiстю в початку координат;

обмеженому руху, що починається i закiнчується в особливiй точцi.

2.6.2 Особливiсть джерело + квадруполь + ...

Розглянемо динамiку системи двох вихрових пар в потоцi вiд нерухомої

точкової особливостi за умови наявностi двох осей симетрiї (рис. 2.18). Цей

випадок може трактуватися також як рух точкового вихору всерединi прямо-

го кута (сторони якого є непроникними "стiнками"), у вершинi якого знахо-

диться зазначена гiдродинамiчна особливiсть. Функцiя струму для течiї вiд

особливостi (розмiщенiй на початку координат) представляється у виглядi

(2.77), а гамiльтонiан системи вихорiв — у виглядi

H =
Γ

4π
ln

xy√
x2 + y2

+ C0 arcctg
y

x
− C2

2xy

(x2 + y2)2
− ... , (2.84)

де Γ i (x, y) — це iнтенсивнiсть i координати вихору, що знаходиться в пер-

шому квадрантi. Як i ранiше, рiвняння H = E = const визначає траєкторiї
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Рис. 2.18. Схема руху двох вихрових пар в потоцi "стiк + квадруполь".

вихорiв. Причому, якщо рух необмежено, то вихровi пари приходять з нескiн-

ченностi уздовж однiєї осi, обмiнюються компонентами i йдуть вздовж iншої

осi знову на нескiнченнiсть. Для асимптотичних значень x∞ i y∞ координат

вихору, що рухається в першому квадрантi, маємо спiввiдношення

x∞ = y∞ exp(−2π2C0/Γ), (2.85)

що збiгається з результатом для чисто радiального потоку (див. попереднi

роздiли та в [84, 82]) .

Таким чином, отримано важливий висновок про те, що спiввiдношення

y∞/x∞ граничних вiдстаней мiж елементами вихрових пар на нескiнченно-

стi визначається тiльки iнтенсивнiстю C0 джерела (стоку) i не залежить вiд

мультипольних складових нерухомої особливостi, розташованої на початку

координат. Оскiльки швидкiсть поступального руху пари вихорiв обернено

пропорцiйна вiдстанi мiж ними, то для вiдношення асимптотичних значень

швидкостi пар, якi приходять з нескiнченностi V− i йдуть на нескiнченнiсть

V+, отримуємо значення

V−/V+ = exp(−2π2C0/Γ). (2.86)

Очевидно, що вiд джерела (C0 > 0) вихровi пари йдуть з меншою швидкiстю,
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а вiд стоку (C0 < 0) — з бiльшою швидкiстю, нiж приходять (Γ < 0). Таким

чином, отриманi розв’язки пiдтверджують основний результат [84, 82] про

прискорення викидiв акрецiйним потоком для загального випадку симетрич-

ної течiї.

Якщо мультипольнi складовi в особливостi вiдсутнi (C2 = C4 = ... = 0, чи-

сто радiальний потiк), то в полярних координатах рiвняння траєкторiї вихору

виписується в явнiй формi та збiгається з отриманим в [84])

r =
2

sin 2θ
exp

4π(E − C0θ)

Γ
. (2.87)

Якщо C2 �= 0, а всi iншi мультипольнi поправки дорiвнюють нулю (випадок

особливостi "джерело + квадруполь"), то за умови Γ2 < 0 розглянута система

має одне нестiйке положення рiвноваги (рис. 2.19).

Рис. 2.19. Фазовий портрет в першому квадрантi для чотирьох вихорiв в по-
тоцi "стiк + квадруполь" C0 = −1, C1 = 0, C2 = 1, Γ = −4π. Жирна лiнiя
— сепаратриса.

Квазiполярнi координати точки спокою в першому квадрантi визначаються

з системи, аналогiчної (2.83):
Γ

π
ctg2θ∗ + 2C0 − 4C2

cos 2θ∗
ξ∗

= 0,
Γ

4πξ∗
+ 2C2

sin 2θ∗
ξ2∗

= 0. (2.88)

Розв’язок даної системи має вигляд

ξ∗ =
24πC2signΓ√
9Γ2 + 16π2C2

0

, θ∗ =
π

2
− 1

2
arctg

(
3Γ

4πC0

)
. (2.89)
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2.6.3 Диполь, вiсь якого є вiссю симетрiї течiї

У разi руху двох вихрових пар в потоцi вiд диполя потужностi C1 з вiссю

симетрiї Oy (цьому вiдповiдає замiна C1 → iC1 в (2.75)) рiвняння динамiки

вихорiв можна виразити через координати двох вихорiв у виглядi

ẋ1 =
∂H

∂y1
, ẏ1 = −∂H

∂x1
, ẋ2 =

∂H

∂y2
, ẏ2 = −∂H

∂x2
. (2.90)

H =
C1x1
x21 + y21

− C1x2
x22 + y22

+
Γ

4π
ln
(
(x1 − x2)

2 + (y1 − y2)
2
)−

− Γ

4π
ln
(
(x1 + x2)

2 + (y1 − y2)
2
)
+

Γ

4π
ln x1 +

Γ

4π
ln x2 .

Вихор, що перемiщається в першому квадрантi (2.20), має iнтенсивнiсть Γ i

координати (x1, y1), а вихор в четвертому квадрантi — iнтенсивнiсть (−Γ) i

координати (x2, y2).

Рис. 2.20. Схема руху чотирьох вихорiв в дипольному потоцi з вiссю симетрiї
Oy.

Вихори, що знаходяться в лiвiй пiвплощинi, мають параметри (−Γ), (−x1,
y1 ) i Γ, (−x2, y2 ). Вiдзначимо, що в наведеному записi канонiчних рiвнянь

спряженi змiннi x2 i y2 помiнялися ролями в порiвняннi з парою x1, y1: роль

"узагальненого iмпульсу" виконує координата x2.

З першого iнтеграла H = E = const неважко отримати зв’язок мiж асимп-

тотичними значеннями y∞, x1∞, x2∞ половини вiдстаней мiж елементами

вихрових пар, якi приходять з нескiнченностi уздовж осi Ox (y∞) i йдуть

на нескiнченнiсть вздовж осi Oy (x1∞ i x2∞):

x1∞x2∞ = y2∞. (2.91)
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(Потужнiсть диполя входить неявно через вiдмiннiсть асимптотик x1∞ i x2∞).

При наявностi в початку координат джерела (стоку) потужностi C0 зазначе-

ний зв’язок набуває вигляду

x1∞x2∞ = y2∞ exp

(
−4π2C0

Γ

)
. (2.92)

Зауважимо, що спiввiдношення (2.92) залишається справедливим i в тому

випадку, якщо в початку координат є мультиполi бiльш високих порядкiв.

Дипольна течiя вносить асиметрiю в рух, i викинутим в протилежних на-

прямках кiльцевим вихорам рiзного радiусу вiдповiдають рiзнi швидкостi.

2.7 Застосування до астрофiзичних об’єктiв

Як вже було зазначено ранiше, в АЯГ спостерiгаються спалахи, що су-

проводжуються викидами окремих компонент джетiв. Деякi з них демон-

струють релятивiстський рух, який виявляється у виглядi так званих над-

свiтлових джерел. У мiкроквазарiв, поряд з надсвiтловими, спостерiгаються

i нерелятивiстськi компоненти. Лише на досить великiй вiдстанi вiд центру

окремi компоненти, мабуть, зливаються в безперервний струмiнь. В рамках

розглянутої задачi викид окремих компонент уздовж осi АЯГ може бути

пов’язаний з формуванням дипольних вихорiв в акрецiйному потоцi [83]. При

цьому спiльна роль вiтру i аккерцii, дiюча в протилежних напрямках, може

забезпечити пiдкручення речовини i виникнення вихрового руху [6]. Викинутi

компоненти в цьому випадку є кiльцевими вихорами, прискореними збiжним

радiальним (акрецiйним) потоком. Викид кiлець уздовж осi симетрiї диполь-

ного вихору є прямим наслiдком як динамiки самих кiлець, так i їх взаємодiї.

Роль потоку полягає в передачi кiльцям додаткової енергiї, що проявляється

в прискореннi вихрових кiлець, якi викидаються, збiжним потоком.

Можна навести попереднi оцiнки здiйсненностi умови прискорення вихорiв

V+/V− = exp(2π2C0/Γ) � 1 (2.93)

для трьох типових випадкiв, в яких утворюються викиди: активних ядер га-

лактик, мiкроквазарiв i молодих зоряних об’єктiв. Потужнiсть двовимiрного
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стоку P ≡ −C0 > 0 зв’яжемо з тривимiрним темпом акрецiї Ṁ таким спiввiд-

ношенням:

Ṁ = 2πRρP, (2.94)

де R — радiус (або характерний масштаб) акрецiйнного диска, ρ — його гу-

стина на вiдстанi R вiд центру. Це спiввiдношення стає очевидним (при зроб-

лених вище застереженнях), якщо врахувати, що P — об’єм, який втiкає в

центр в одиницю часу; тобто, це об’єм, що припадає на одиницю довжини

в напрямку, ортогональному 2D-площинi. Вважаючи викинутi компоненти

вихровими кiльцями (торами), для оцiнки абсолютної величини циркуляцiї

A ≡ −Γ > 0 можемо вiдповiдно до (2.20) прийняти (вважаючи логарифмiч-

ний фактор [33] в виразi для швидкостi кiльця 	 2π)

A ≈ r+V+, (2.95)

де V+ — швидкiсть викиду, а r+ — його поперечний розмiр. В результатi для

оцiнки умови прискорення вихорiв потоком маємо (опускаючи множник 2):

Ṁ > ρRV+r+. (2.96)

У разi АЯГ [45, 174], для грубої оцiнки 1, швидкiсть викиду можна прийняти

рiвною швидкостi свiтла. Масштаб r+ на вiдстанi 1 пк вiд центру оцiнимо як

r+ 	 3 · 1016 см, що вiдповiдає куту розкриву джета 0.5◦. Для циркуляцiї

маємо [83]

A ≈ 1027
(

r+
3× 1016см

)
см2

с
. (2.97)

Темп акрецiї, вiдповiдний еддiнгтонiвскiй свiтностi при масi чорної дiриMBH

в центрi АЯГ, дорiвнює

ṀEdd ≈ 6× 1025
MBH/M�

108
г
с
. (2.98)

При густинi ρ ≈ 10−18 г/см3 на вiдстанi вiд центру 104 гравiтацiйних радiусiв,

що вiдповiдає концентрацiї n 	 106см−3, потужнiсть двовимiрного акрецiйн-

ного потоку

P =
ṀEdd

2πRρ
≈ 5× 1025

(
106см−3

n

)(
3× 1017см

R

)
см2

с
. (2.99)

Примiтка 1. Враховуючи, що Лоренц-фактори викидiв в АЯГ досягають значень 10 - 20 [45], тому для бiльш точного
опису необхiдно залучати релятивiстську теорiю вихорiв.
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дорiвнює P 	 5 × 1025см2с−1. Умова 2π2P > A, таким чином, може бути

виконана при вiдповiдних параметрах АЯГ.

У разi мiкроквазарiв [182, 185], для яких MBH 	 3M�, еддiнгтонiвскiй ме-

жi вiдповiдає темп акрецiї ṀEdd ≈ 3 × 10−8M�/рiк, що при R 	 102R� i

концентрацiї n 	 1010см−3 призводить до потужностi потоку P 	 1019см2с−1.

Зауважимо, що масштаб спостережуваних компонент джетiв i, отже, оцiнка

циркуляцiї при цьому того ж порядку, що i для викидiв в АЯГ. Тому тiль-

ки потужна надеддiнгтонiвська акрецiя може привести до виконання умови

(2.93) i прискоренню вихорiв. Однак вихiднi розмiри компонент в разi мiкро-

квазарiв є зоряними. Це означає, що вони пройшли в своїй шкалi масштабiв

значно бiльший шлях, нiж викиди АЯГ. При цьому неминуче розпливання

вихорiв за рахунок в’язкостi, взаємодiї з середовищем та iн. Тому оцiнка цир-

куляцiї, що отримується, в разi мiкроквазарiв, швидше за все, є сильно зави-

щеною. Втiм, суттєво можуть вiдрiзнятися вiд обраних i параметри потоку.

Для молодих зоряних об’єктiв [23], зiставляючи викидам об’єкти Хербiга-

Аро, швидкостi яких досягають 100 км/сек, а розмiри порядку 1013см, отри-

муємо для циркуляцiї оцiнку A 	 1020см2с−1. При тому ж еддiгтонiвскому

по порядку величини темпi акрецiї, що i для мiкроквазарiв P 	 1019см2с−1,

отримуємо можливiсть прискорення вихорiв при вiдповiдних параметрах мо-

лодих зоряних об’єктiв.

В реальностi необхiдне врахування стисливостi, релятивiзму, магнiтних

полiв. Але головне в даному розглядi – це природне виникнення викидува-

них з центральної областi компонент, те, що становить основнi труднощi, якi

долають рiзними способами в iснуючих теорiях. Вiдзначимо, що на вiдмiну

вiд дисипативних структур, вихори, як вiдомо, здатнi практично без втрат

долати значнi вiдстанi в середовищi. Їм не потрiбно пробивати в ньому тунелi

та, мабуть, не буде потрiбно особливих умов для колiмацiї компонент. Дуже

важливою є задача про взаємодiю компонент мiж собою. Цiкаво з’ясувати, чи

можливi тут режими, якi вперше обговорювалися Гельмгольцем, при яких ви-

никає обгiн i проскакування кiлець одне крiзь одне. Особливий iнтерес пред-

ставляє орбiтальний рух в кiльцi. Створюючи вiдцентрову силу, воно впливає

на швидкiсть стиснення кiлець. В той самий час, при викидi, вихрове кiльце
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з орбiтальним рухом забирає обертальний момент, сприяючи акрецiї. Ураху-

вання орбiтального руху, природно вимагатиме переходу вiд розгляду руху

точкових вихорiв в площинi до руху кiлець в просторi, що буде розглянуто в

наступному роздiлi.
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ВИСНОВКИ ДО РОЗДIЛУ 2

Показано, що на площинi (2D) задача про пару вихорiв в радiальному по-

тоцi допускає точний розв’язок. При певному спiввiдношеннi мiж парамет-

рами виникають областi «позаднього» руху. В розбiжному потоцi вiдстань

мiж компонентами пари збiльшується, але цiлiснiсть пари не порушується.

У збiжному потоцi вихори в парi зближуються, а швидкiсть руху пари зрос-

тає. В обох випадках пара йде на нескiнченнiсть з областi потоку, змiнивши

вiдстань мiж компонентами на кiнцеву величину. Для вихорiв одного знака з

рiвними iнтенсивностями вiдстань мiж вихорами лiнiйно залежить вiд часу.

У розбiжному потоцi вони необмежено вiддаляються один вiд одного. У збiж-

ному потоцi вiдстань мiж ними обертається в нуль за кiнцевий час. Задача

про рух вихорiв у обертових потоках з радiальним рухом може знайти якiс-

нi геофiзичнi застосування. Спостережуване обертання двох вихорiв навколо

пiвденного полюса Венери може бути описано в рамках розглянутого пiдходу

при наявностi в районi полюса меридiонального потоку.

Розглянуто динамiку дипольного тороїдального вихору в радiальному по-

тоцi в наближеннi чотирьох плоских вихорiв. Показано, що в цьому випадку

компоненти пар викидаються акрецiйним потоком. При цьому швидкiсть ви-

киду збiльшується експоненцiально в порiвняннi з початковою i залежить вiд

вiдношення циркуляцiї вихору до потужностi стоку.

Дослiджено вплив на динамiку вихорiв бiльш складного потоку (джерело i

диполь, квадруполь). Показано, що основний результат, пов’язаний з приско-

ренням викидiв, зберiгається для бiльш складного потоку, оскiльки основний

вплив має монопольна компонента. Однак присутнi вiдмiнностi в характерi

динамiки вихорiв в порiвняннi з попереднiм випадком монопольного потоку.

Основнi положення цього роздiлу викладенi у публiкацiях автора [6, 8, 11,

14, 78, 82, 83, 84, 6, 85, 98, 98, 203].
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РОЗДIЛ 3

ДИНАМIКА ТОРОЇДАЛЬНИХ ВИХОРIВ В РАДIАЛЬНОМУ
ПОТОЦI В 3D ВИПАДКУ ТА IНТЕГРАЛ СПIРАЛЬНОСТI

У попередньому роздiлi було показано, що на вiдмiну вiд класичного випад-

ку у вiдсутностi потоку [40], урахування радiального потоку призводить до

суттєвих вiдмiнностей [84, 82]. У розбiжному потоцi вiдстань мiж компонента-

ми пари збiльшується, а швидкiсть руху сповiльнюється, а в збiжному потоцi

ситуацiя змiнюється на протилежну: зменшення вiдстанi мiж компонентами

пари призводить до збiльшення їх швидкостi. В певнiй областi параметрiв

вихор може здiйснювати зворотний рух. Також була розглянута система з

двох дзеркально симетричних кiльцевих вихорiв (дипольне вихрове кiльце)

у зв’язку з астрофiзичними застосуваннями. В [82] дослiджувалася динамiка

дипольного тороїдального вихору в радiальному потоцi в 2D описi. У цьо-

му наближеннi дипольне вихрове кiльце можна уявити чотирма точковими

вихорами. Добре вiдомо, починаючи з роботи В.Греблi [151], що в резуль-

татi лобового зiткнення компоненти пар мiняються мiсцями, а новi пари роз-

лiтаються пiд прямим кутом до напрямку руху з вихiдними за величиною

швидкостями. Присутнiсть центрального радiального потоку призводить до

ефекту або уповiльнення (розбiжний потiк), або прискорення (збiжний по-

тiк) i як результат компоненти пар розлiтаються в протилежнi сторони [82].

При цьому швидкiсть пари, яка викидається, в збiжному (акрецiйному) по-

тоцi залежить вiд вiдношення потужностi потоку до iнтенсивностi вихору i

може досягати великих значень. В [203] було показано, що ефект прискоре-

ного викиду вихрової пари в певному сенсi зберiгається i для бiльш складної

акрецiйнної течiї: швидкостi викинутих пар визначаються тiльки монополь-

ною складовою потоку. Цi рiшення можуть iнтерпретуватися як рух i розпад

на складовi дипольного тороїдального вихору. З цiєї точки зору в [82, 203] у

2D-описi показано, що дипольне вихрове кiльце в акрецiйному потоцi стис-

кається по великому радiусу i, розпадаючись, породжує двостороннiй викид

складових його кiльцевих вихорiв по осi симетрiї системи.



117

В даному роздiлi ми розширимо наш розгляд на 3D випадок. Це важливо

для застосування результатiв до реальних астрофiзичних об’єктiв, оскiльки,

як буде показано нижче, викиди (або колапс) компонент вихору стоком за-

лежать вiд певних умов. Для розв’язання задачi ми будемо використовувати

вiдповiдний осесиметричний опис кiльцевих (тороїдальних) вихорiв. Обгово-

рення подiбного розгляду можна знайти в оглядах [46, 181, 48, 210]. Як буде

видно нижче, поведiнка 3D-моделi вiдрiзняється вiд поведiнки їхнiх аналогiв

в плоскiй 2D-моделi. Схоже, що при сильному збiжному потоцi виникає ко-

лапс iз затягуванням вихорiв в область стоку. При параметрах, близьких до

умов колапсу, можливий назаднiй рух мiж точками повороту. Також ми розг-

лянемо вплив орбiтального руху та iнтеграл спiральностi, який є додатковим

iнтегралом, що говорить про стiйкiсть системи.

3.1 Дипольний тороїдальний вихор в потоцi

Розглянемо задачу про динамiку дипольного тороїдального вихору в ра-

дiальному потоцi, представляючи дипольний вихор як систему двох кiльце-

вих вихорiв. Рiвняння для великого радiуса R(t) тонкого кiльцевого вихору i

його положення щодо осi симетрiї Z(t) при наявностi спiввiсних йому вихорiв

були отриманi ще Г. Гельмгольцом [153]. В.Дайсон показав [123], що цим рiв-

нянням вiдповiдає iнтеграл енергiї, завдяки чому в наступних роботах їм була

надана гамiльтонова форма.

3.1.1 Гамiльтонове формулювання задачi

Функцiя струму Стокса радiального потоку, в якому рухається дипольний

вихор, має вигляд

ψ =
Q

4π

z√
r2 + z2

. (3.1)

Тут, як i в попередньому роздiлi, Q — потужнiсть джерела, розташованого

на початку координат. (В разi збiжного "акрецiйнного" потоку ми будемо

використовувати також позитивну потужнiсть стоку P = −Q > 0). В си-

лу симетрiї задачi, досить розглянути рiвняння руху для одного кiльцевого
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вихору з пари в пiвпросторi z > 0 з великим радiусом R i z -координатою Z,

Ṙ = − 1

R

∂H

∂Z
, Ż =

1

R

∂H

∂R
, (3.2)

з функцiєю Гамiльтона H

H =
ΓR

4π
ln

8R

e7/4a(R)
− ΓR

4π
C(k) +

P

4π

Z√
Z2 +R2

, (3.3)

тут C(k) являє собою введену ще Гельмгольцем комбiнацiю елiптичних iнте-

гралiв

C(k) =

(
2

k
− k

)
K(k)− 2

k
E(k), (3.4)

деK(k) iE(k)— повнi елiптичнi iнтеграли першого i другого роду, вiдповiдно,

а k — їх модуль:

K(k) =
π/2

0

dα√
1− k2 sin2 α

, (3.5)

E(k) =
π/2

0
dα
√
1− k2 sin2 α, (3.6)

k2 =
R2

R2 + Z2
. (3.7)

Вираз для гамiльтонiана (3.3) отримано з

Рис. 3.1. Схема дипольного тороїдального вихору. Двi компоненти вихору
є дзеркальним вiдображенням один одного щодо площини симетрiї z = 0.
Стрiлками вказано напрямок вихрового руху.
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H = 2πU +
∑
i

Γ2
iRi

2

(
ln

8Ri

ai
− 7

4

)
+ 2π

∑
i

Γiψ(Zp, Rp), (3.8)

де

U = 2π
∑
i �=j

ΓiΓj

√
RiRj

[(
2

kij
− kij

)
K(kij)− 2

kijE(kij)

]
(3.9)

k2ij =
4RiRj

(Ri +Rj)2 + (Zi − Zj)2
,

а вiдповiднi рiвняння руху

Ṙi = − 1

2πΓiRi

∂H

∂Zi
, Żi =

1

2πΓiRi

∂H

∂Ri
, (3.10)

Γi — iнтенсивнiсть i-го вихору, Zi — координати їх центрiв. У разi дипольного

вихору, Γ1 = −Γ2 → Γ, тобто враховується, що спiввiснi кiльцевi вихори, що

становлять дипольний тороїдальний вихор, мають рiвнi радiуси i протилеж-

нi, але рiвнi за модулем циркуляцiї (рис.3.1). Ми припускаємо, що динамiка

вихору вiдбувається зi збереженням його об’єму при однорiднiй завихреностi

[46], тобто

Ra2(R) = β2 = const, (3.11)

де a(R) — малий радiус кiльця, а константа β визначається початковою умо-

вою β = a0
√
R0. Таким чином, ми не враховуємо можливу змiну густини в

ядрi вихору [60].

3.1.2 Зв’язок початкових умов i параметрiв викида вихору

Руху вихору по траєкторiї вiдповiдає сталiсть функцiї Гамiльтона

H = const, яка i фiксує обрану траєкторiю. Початковим станом вважатиме-

мо вихор радiусу R0 � a0. Кiльцевi вихори при цьому знаходяться один вiд

одного на малiй вiдстанi 2Z0, що задовольняє умовi R0 � Z0 > a0. Цьому вiд-

повiдають асимптотики елiптичних iнтегралiв [1], що входять в гамiльтонiан

(3.3), при k → 1:

K(k → 1) → 1

2
ln

16

1− k2
, E(1) = 1. (3.12)

Компонента, яка викинута в позитивному напрямку осi симетрiї z, на великих

вiдстанях Z∞ � R∞ описується асимптотиками iнтегралiв при k → 0:

K(0) = E(0) =
π

2
,

K(k)− E(k)

k
→ k

π

4
→ 0. (3.13)



120

Використовуючи спiввiдношення (3.12) — (3.14), знаходимо асимптотики

функцiї Гамiльтона для початкового (R → ∞, k → 1) i кiнцевого (Z → +∞,

k → 0) станiв кiльцевого вихору (z > 0).

1) При R → ∞ для C(k → 1) отримуємо

C(k) → K(k) → 1

2
ln

16

1− k2
≈ ln

4R0

Z0
. (3.14)

Вiдповiдно, гамiльтонiан зводиться до вигляду

H =
ΓR0

4π
ln

2Z0

e7/4a(R0)
+
P

4π

Z0

R0
. (3.15)

Останнiй доданок в силу малостi Z0/R0 � 1 можна опустити. Зв’язок мiж

R0 i Z0 координатами кiльця набуває вигляду

Z0 ≈ e7/4

2
a(R0) exp

(
4πH

ΓR0

)
. (3.16)

2) Пiсля проходження областi стоку для радiуса кiльця R∞ маємо

R∞ ln
8R∞
e7/4a∞

=
1

Γ
(4πH − P ), Z∞ � R∞. (3.17)

Рiвняння (3.17) можна представити у виглядi x ln x = y, яке за умови ln y � 1

має наближений аналiтичний розв’язок x = y/ ln y. Вiдносна похибка цього

розв’язку ln(ln y)/ ln y проходить через максимум при y = ee i прагне до нуля

при ln y → ∞. Це дає можливiсть привести явнi вирази для радiуса вихо-

ру як функцiї його координати i параметрiв, якi визначаються початковими

умовами.

3.1.3 Критична потужнiсть потоку

З виразу (3.17) видно, що розв’язок з вiдходом вихорiв на нескiнченнiсть

iснує тiльки якщо потужнiсть потоку не перевищує критичного значення

Pcr = 4πH. (3.18)

Найбiльша швидкiсть кiлець, якi викидаються, досягається при P → Pcr − 0.

При перевищеннi критичного значення потужностi стоку вихор затягується

потоком в стiк i колапсує. Це якiсно вiдрiзняє осесиметричний 3D розв’язок

вiд розглянутих в попередньому роздiлi аналогiчних плоских 2D задач [84,

83, 82]. Природа цiєї вiдмiнностi полягає в тому, що вiдстань мiж точковими
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вихорами, що iмiтують кiльцевий вихор, може бути як завгодно малою i,

вiдповiдно, власна швидкiсть вихору — як завгодно великою. В 3D випадку

найменша вiдстань регулюється умовою R ≥ a(R) (для тонкого вихору R �
a) i, таким чином, завжди кiнцева (i визначається заданими початковими

умовами). В той самий час швидкiсть течiї поблизу стоку зростає необмежено

обернено пропорцiйно квадрату вiдстанi, завдяки чому вихор затягується в

особливiсть в разi акрецiйнного потоку (див. рис.3.2).

R

Z

викид

захват

Рис. 3.2. Лiнiї рiвня гамiльтонiана, вiдповiднi траєкторiї однiєї з компонент
дипольного тороїдального вихору з Γ = −2π i β = 10−3, який рухається
в збiжному потоцi з потужнiстю стоку P = 2π. Видно область захоплення
вихорiв i сепаратриса, вiдповiдна критичному значенню гамiльтонiана.

У плоскому 2D випадку швидкiсть течiї i швидкiсть вихору зростають по

одному i тому ж закону — обернено пропорцiйно вiдстанi. Наявнiсть в цьому

випадку явно знайдених точок повороту [84, 82] показує, що власна швидкiсть

вихору перевищує швидкiсть течiї, що завжди призводить в 2D випадку до

викиду компонент. В 3D розглядi при потужностi, що наближається до кри-

тичної, вiдмовляє наближення тонкого вихору. Для iлюстрацiї використаємо

наближений аналiтичний розв’язок (див. роздiл 3.1.2). У мiру зростання по-

тужностi стоку P , радiус кiльця на великих вiдстанях вiд нього збiльшується
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вiдповiдно до

R∞ ≈ 2

3

L∞

ln

[
2
3

(
8

e7/4β

)2/3
L∞

] , L∞ =
1

Γ
(4πH − P ), (3.19)

а його швидкiсть зростає:

Ż∞ ≈ Γ

4πR∞
ln

8R∞
e1/4a∞

. (3.20)

При P → Pcr = 4πH, L∞ → 0 i радiус кiльця зменшується настiльки, що на-

ближення тонкого кiльця, яке використовувалось, не виконується. Мабуть,

iстинного колапсу при цьому не вiдбувається (пор. з обговоренням загаль-

ної проблеми колапсу в гiдродинамiцi в оглядi [32]). Природно вважати, що

вихор стає компактним. Аналiтично цей перехiд описати не вдається, однак

чисельно перехiд вiд тонкого вихору до вихору Хiлла було простежено в ро-

ботi [194].

3.2 Одиночний кiльцевий вихор в радiальному потоцi

Для одиночного кiльцевого вихору в потоцi потужностi Q = const, який

описується функцiєю струму (3.1), гамiльтонiан системи має вигляд

H =
ΓR

4π
ln

8R

e7/4a(R)
− Q

4π

Z√
R2 + Z2

. (3.21)

З рiвнянь руху вихрового кiльця в канонiчнiй формi (3.2) знаходимо:

Ż =
Γ

4πR
ln

8R3/2

βe1/4
+
Q

4π

Z

(R2 + Z2)3/2
,

Ṙ =
Q

4π

R

(R2 + Z2)3/2
.

(3.22)

Розглянемо рух вихрового кiльця з Γ в збiжному потоцi (P = −Q > 0). Да-

леко вiд стоку кiльце рухається в сторону спадаючих значень z (рис.3.3). З

(3.22) видно, що в збiжному потоцi протягом усього часу руху радiус вих-

рового кiльця зменшується. На рис. 3.4 наведено рiвнi гамiльтонiана (3.21),

що вiдповiдають рiзним траєкторiям руху вихрового кiльця в площинi (Z,

R). Сепаратриса, на якiй H = −P/(4π), вiдокремлює траєкторiї, що потрап-

ляють в стiк (при −4πH < P ), вiд траєкторiй, що йдуть на нескiнченнiсть
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Рис. 3.3. Одиночний кiльцевий вихор в фоновому радiальному потоцi, центр
якого знаходиться в початку координат. При Γ < 0 вихор рухається справа
налiво уздовж осi z.

R

Z

проход енж ня

вих ро у

захват

вих ро у

Рис. 3.4. Траєкторiї одиночного кiльцевого вихору (рiвнi гамiльтонiана
H = const) в акрецiйному потоцi з параметрами P = −Q = 4π, Γ = 0.02P .
Сепаратриса видiлена жирною кривою.

(−πH > P ). Така поведiнка безпосередньо випливає з (3.1). У загальному

випадку умова захоплення має вигляд: −4πHsign(Γ) < P .

Розглянемо асимптотики при Z → ±∞ нескiнченної в обидвi сторони

траєкторiї кiльця iз заданим значенням гамiльтонiана H. Вираз (3.21) (з

урахуванням умови збереження об’єму кiльця) при Z → +∞ i R → R+
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набуває вигляду

H =
ΓR+

4π
ln

8R
3/2
+

βe7/4
− Q

4π
. (3.23)

З iншого боку, при Z → −∞ i R → R− отримаємо

H =
ΓR−
4π

ln
8R

3/2
−

βe7/4
+
Q

4π
. (3.24)

Звiдси знаходимо зв’язок мiж R+ i R− у виглядi

R− ln
8R

3/2
−

βe7/4
+
Q

4π
= R+ ln

8R
3/2
+

βe7/4
− Q

4π
. (3.25)

Швидкiсть центру кiльцевого вихору, що рухається в збiжному потоцi, збiль-

шується вiд початкового значення

Ż+ 	 Γ

4πR+
ln

8R
3/2
+

βe1/4

до значення на виходi з потоку

Ż− 	 Γ

4πR−
ln

8R
3/2
−

βe1/4
.

(Внесок вiд потоку �Ż	 ±Q/(4πZ2
±) на великих вiдстанях дуже малий).

Таким чином, кiльце стискається збiжним потоком (R− < R+), а його

швидкiсть зростає
V−
V+

≈ R+ ln(8R
3/2
− /βe1/4)

R− ln(8R
3/2
+ /βe1/4)

. (3.26)

З рiвнянь руху (3.22) випливає, що на траєкторiях можуть бути присутнi

точки повернення, в яких напрямок руху центру кiльця змiнюється на прямо

протилежний. У цих точках Ż = 0, тобто

Γ

4πR+
ln

8R
3/2
+

βe1/4
+

QZ

4π(R2 + Z2)3/2
= 0. (3.27)

Останню рiвнiсть можна переписати у виглядi кубiчного рiвняння вiдносно

ζ ≡ Z2:

(ζ +R2)3 − Q2R2

Γ2 ln2

⎛
⎝8R3/2

βe1/4

⎞
⎠
ζ = 0. (3.28)
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Це рiвняння має один негативний нефiзичний корiнь, а при виконаннi умови

4Q2

27Γ2
≥ R2 ln2

(
8R3/2

βe1/4

)
, (3.29)

яке збiгається з умовою наявностi дiйсних коренiв, два позитивних коренi, що

вiдповiдає iснуванню точок повороту. З рис. 3.5 видно, що область зворотно-

Рис. 3.5. Траєкторiї руху вихору в розбiжному (збiжному) потоцi: |Q| = 4π,
Γ = 0.02Q. Сепаратриса позначена пунктирною лiнiєю. Видiлено точки по-
вороту. При русi вихору злiва направо (Γ > 0) рисунок вiдповiдає випадку
джерела (Q > 0), а при русi справа налiво (Γ < 0) – випадку стоку (Q < 0).
Траєкторiї, якi вiдповiдають колапсу, не показанi (пор. з рис.3.5).

го руху примикає до сепаратриси. За нею вихрове кiльце затягується в стiк i

колапсує. Цей ефект вiдсутнiй при 2D описi в площинi. Там область зворот-

ного руху займає обмежений за координатами iнтервал значень i змiнюється

продовженням руху кiльця, прискореного через його стиснення потоком, у

зворотному напрямi. Вiдзначимо, що аналогiчнi точки повернення, в яких

Ż = 0, є i в разi дипольного тороїдального вихору.

3.3 Вплив орбiтального руху на динамiку тороїдального вихору

Для астрофiзичних об’єктiв iстотну роль вiдiграє наявнiсть гравiтацiйного

поля з боку центрального об’єкта. Для АЯГ таким джерелом є надмасивна
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чорна дiра, яка забезпечує орбiтальний рух речовини в акрецiйному диску.

Оскiльки диск має значнi масштаби, ми обмежуємося нерелятивiстським ви-

падком, розглядаючи вiдстанi значно вiддаленi вiд останньої стiйкої орбiти.

У попереднiх роздiлах ми враховували тiльки вихровий рух, тобто рух по

малому контуру. В даному пiдроздiлi ми розглянемо випадок, коли присутнi

не тiльки вихровий рух, а й орбiтальний. Ми будемо називати це надалi "за-

круткою". В якiйсь мiрi це опосередковане врахування гравiтацiйного поля

з боку центрального джерела, хоча в даному випадку ми вважаємо, що ор-

бiтальний рух вже присутнiй. Ми побачимо, що орбiтальний рух може якiсно

змiнити динамiку вихору.

3.3.1 Одиночний тороїдальний вихор iз закруткою

Розглянемо рух вихрового кiльця з циркуляцiєю Γ < 0 в збiжному радiаль-

ному потоцi з функцiєю струму (3.1). Власна швидкiсть кiльцевого вихору з

закруткою [54]:

V = Ż =
Γ

4πR

(
ln

8R

e1/4a(R)
− 4π2v2ϕ

Γ2

)
. (3.30)

Як i ранiше, малий радiус вихрового кiльця визначається через умову збе-

реження об’єму кiльцевого вихору (3.11). Також вважаємо, що циркуляцiя

(середня) по колу великого радiуса тора також зберiгається:

Γ2
1 = (2πR2)v2ϕ = (2πRvϕ)2 = const. (3.31)

Функцiя Гамiльтона в цьому випадку має вигляд

H =
ΓR

4π
ln

8R3/2

e7/4β
+

β2Γ2
1

8πΓR2
+
P

4π

Z√
R2 + Z2

. (3.32)

Тут для збiжного потоку ми використовували позначення P = −Q. Пiдстав-
ляючи вираз для H в канонiчнi рiвняння (3.2), отримуємо систему рiвнянь

руху одиночного кiльцевого вихору iз закруткою в полi точкового стоку:

Ż =
Γ

4πR

[
ln

8R3/2

βe1/4
− β2

R3

(
Γ1

Γ

)2
]
− P

4π

Z

(R2 + Z2)3/2
,

Ṙ = − P

4π

R

(R2 + Z2)3/2
.

(3.33)
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Вплив закрутки в збiжному потоцi призводить до того, що напрямок руху

центру кiльця може змiнюватися на протилежний. Дiйсно, при русi кiльце-

вого вихору в акрецiйному (збiжному) потоцi радiус кiльця зменшується i,

вiдповiдно, зростає роль закрутки. Формально це видно з (3.33). Фiзично це

легко зрозумiти, тому що зростання вiдцентрової сили, яка породжується ор-

бiтальним рухом i яка ортогональна завихреностi, при збiльшеннi кривизни

кiльця призводить до змiни швидкостi кiльця за рахунок "пiдйомної сили"

Кутта-Жуковського [54]. Її внесок може привести до змiни напрямку руху

кiльця.

Рис. 3.6. Траєкторiї одиночного кiльцевого вихору з параметрами: Γ =
−0.02π, β = 0.1 i потужнiстю стоку P = 4π. Показанi траєкторiї руху кiль-
цевого вихору, отриманi з умови H = const. Видно траєкторiї, на яких вихор
змiнює напрямок руху ( "вiдбивається" вiд стоку). Видiлено точки повороту.
Вiдзначимо, що знак циркуляцiї Γ1 неiстотний, оскiльки в (3.32) входить її
квадрат.

Будемо вважати, що в виразi для швидкостi Ż iнерцiйний доданок багато

менше доданка, що описує внесок закрутки:

ln
8R3/2

e1/4β
� β2

R3

(
Γ1

Γ

)2

. (3.34)
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Тодi координати точок повороту Ż = 0 визначаються з рiвняння

Γβ2

R4

(
Γ1

Γ

)2

= − PZ

(R2 + Z2)3/2
. (3.35)

Нехай вихор рухається в негативному напрямку осi z, що вiдповiдає Γ < 0.

Якщо ввести позначення для комбiнацiї параметрiв:

α3 =
β2Γ2

1

QΓ
> 0, (3.36)

то рiвняння (3.35) для точок повороту приводиться до вигляду

x(y − α2) = α2, (3.37)

де

x =

(
R

Z

)2

, y = (RZ)2/3. (3.38)

Розв’язок рiвняння (3.37) являє собою гiперболу x = α2/(y − α2) (рис. 3.7

злiва).
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2

3
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x

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
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2.5

3.0

Z

R

Рис. 3.7. Злiва: розв’язок рiвняння для точок повороту кiльцевого вихору в
акрецiйному потоцi при наявностi орбiтального руху в змiнних (3.28). Пунк-
тиром показана асимптота гiперболи y = α2. Справа: лiнiя точок повороту
одиночного вихору, яка вiдповiдає його вiдображенню, як функцiя вiдстанi
вихору вiд стоку, що знаходиться в початку координат. Мiнiмум досягаєть-
ся при Rmin ≈ α3/2. При менших радiусах вiдображення вiд стоку вiдсутнє.
Точкам на графiку вiдповiдають координати (α3/2, α3/2).

Неважко знайти асимптотики розв’язку рiвняння для точок повороту в

координатах R i Z. При y → α2, x → ∞ — це гiпербола R = α3/Z, а при

y → ∞, y → 0 — це коренева залежнiсть R = a3/4
√
Z. Мiнiмальне значення
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кривої досягається при Rmin ≈ α3/2 (рис. 3.7 справа). Розгляд справедливий,

якщо виконується додаткова умова тонкого кiльця. При β2 � α9/2 ця умова

виконується аж до значення Rmin. Одночасно повинна виконуватися умова

переважання закрутки (3.34). Чисельний розв’язок для точок повороту наве-

дено на рисунку 3.7 справа. На рис. 3.8 показана схема динамiки кiльцевого

Рис. 3.8. Схема вiдображення одиночного кiльцевого вихору iз закруткою в
фоновому радiальному потоцi вiд стоку, центр якого знаходиться на початку
координат. Потовщення вiдбитого вихору не показано.

вихору iз закруткою, який рухається до стоку. При Γ < 0 вихор рухаєть-

ся справа налiво уздовж осi z (лiве кiльце). Стиснення по великому радiусу

акрецiйним потоком пiдсилює роль орбiтального обертання, що змiнює напря-

мок руху кiльця на зворотний (праве кiльце). Вiдповiднi траєкторiї показанi

на рис.3.6. Видiленi точки повороту на траєкторiях вiдповiдають кореневої

залежностi R ∝ √
Z.

3.3.2 Дипольний тороїдальний вихор з закруткою

Розглянемо задачу про динамiку дипольного тороїдального вихору з ураху-

ванням закрутки, вплив якої в акрецiйному потоцi також, як i для одиночного

вихору, є iстотним. В силу симетрiї задачi досить розглянути рiвняння руху

(3.2) в пiвпросторi для одного кiльцевого вихору з пари з функцiєю Гамiль-

тона

H =
ΓR

4π
ln

8R

e7/4a(R)
− ΓR

4π
C(k) +

P

4π

Z√
Z2 +R2

+
β2Γ2

1

8πΓR2
, (3.39)

де C(k) визначається формулою (3.4). Останнiй доданок в гамiльтонiанi (3.39)

являє собою внесок орбiтального руху (закрутка вихору). Як i ранiше, для
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Рис. 3.9. Траєкторiї компоненти дипольного тороїдального вихору (лiнiї по-
стiйного гамiльтонiана) з урахуванням орбiтального руху для |Γ| = 4π,
P = Γ2, β = 0.01.

побудови траєкторiй використовуємо умову сталостi функцiї Гамiльтона.

Закрутка вносить iстотний внесок, впливаючи на умови колапсу, що вид-

но з наведених нижче фазових портретiв — траєкторiй в площинi R − Z.

Можна вважати, що в певнiй зонi параметрiв закрутка впливає на положен-

ня точок повороту i зрушує положення колапсу. Зауважимо, що у викидах

активних ядер галактик спостерiгаються i зворотнi рухи [173], якi зазвичай

iнтерпретуються як результат проекцiї. Ми бачимо, що при викидi тороїдаль-

них вихорiв такi рухи можуть бути цiлком реальними. Опис зворотного руху

в разi дипольного тороїдального вихору може бути проведено аналiтично. У

порiвняннi з рiвняннями руху для одиночного вихору (3.22), в разi дипольно-

го вихору додається доданок, що описує взаємодiю мiж кiльцями. З огляду

на вираз для гамiльтонiана (3.39), додатковий доданок в одному з рiвнянь

руху має вигляд:

Ż = ...− Γ

4π

[
C(k) +

RZ2

(R2 + Z2)3/2
∂C(k)

∂k

]
. (3.40)
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Похiднi вiд елiптичних iнтегралiв можна виразити через самi iнтеграли [26]

dK

dk
=

E(k)

k(1− k2)
− K(k)

k
,

dE

dk
=
E(k)

k
− K(k)

k
. (3.41)

Пiсля ряду нескладних перетворень рiвняння руху для дипольного тороїдаль-

ного вихору в стоцi має вигляд1

Ż =
Γ

4πR

[
ln

8R3/2

βe1/4
− β2

R3

(
Γ1

Γ

)2
]
+

Γk

4πR
[E(k)−K(k)]− P

4π

Z

(R2 + Z2)3/2
,

Ṙ =
Γk

4πR2Z

[
2Z2K(k)− (R2 + 2Z2)E(k)

]− P

4π

R

(R2 + Z2)3/2
.

(3.42)

На рис. 3.9 показанi траєкторiї руху одного з компонентiв дипольного то-

роїдального вихору з урахуванням орбiтального руху. Випадок без закрутки

розглянуто в роздiлi 3.1 i показано на рис. 3.4. Добре видно вплив закрутки

на колапс вихору. Зокрема, з’являються траєкторiї зi зворотним рухом по осi

Z. Координату Z точки повороту для даної траєкторiї знаходимо з рiвняння

(3.42) за умови Ż = 0. При цьому ми враховуємо, що для великих значень Z

взаємодiя мала i вiдповiдним доданком в (3.42) нехтуємо:

Ż = ...− Γk

4πR
[E(k)−K(k)] ⇒

k→1
...

Γ

16R
k3 ≈ ...

Γ

16

R2

(Z2 +R2)3/2
→ 0. (3.43)

Для координати Z точки повороту отримуємо вираз:

Z2 ≈ QR2

8π

[
3β2Γ2

1

8πΓR2
−
(
H +

3ΓR

8π

)]−1

. (3.44)

При
3β2Γ2

1

8πΓR2
→
(
H +

3ΓR

8π

)
(3.45)

точка повороту по Z йде на нескiнченнiсть.

Таким чином, видно, що урахування орбiтального руху може призводити

до ситуацiї з можливими зворотними рухами (ефект бумеранга). Фiзичною

причиною таких рухiв стає сила, яка є аналогом "пiдйомної" сили Жуковсь-

кого. Ця сила виникає в умовах, коли на завихренiсть кiльця, спрямовану

уздовж його твiрної, дiє вiдцентрова сила вiд орбiтального потоку, ортого-

нальна завихреностi. Напрямок цiєї "пiдйомної" сили ортогональний пло-
Примiтка 1. Зауважимо, що ми обмежуємося випадком коли Γ � Γ1, що вiдповiдає данiй системi.
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щинi вихрового кiльця i протилежний напрямку його iнерцiйного руху. Зав-

дяки цьому викид, що направляється iнерцiйним рухом кiльця, змiнює свiй

рух на протилежний зi зменшенням радiусу кiльця, коли вiдцентрова сила

стає досить великою.

3.4 Iнтеграл спiральностi для рiзних випадкiв закрутки

Одним з важливих питань, що стосуються систем з двома типами руху

(вихровим та орбiтальним) є наявнiсть додаткового iнтеграла, свого роду до-

датковий перший iнтеграл руху. Iснування додаткового iнтеграла говорить

про стiйкiсть системи. Так, наприклад, додатковий перший iнтеграл iснує в

задачi двох тiл, так званий iнтеграл Лапласа, який являє собою комбiнацiю

повної енергiї i повного кутового моменту. Додатковий топологiчний iнтеграл

також iснує в системi вихорiв — так званий iнтеграл спiральностi (або просто

спiральнiсть). Як вiдомо, для двох зачеплених вихрових контурiв спiраль-

нiсть повинна дорiвнювати добутку циркуляцiй, помноженому на подвiйну

кiлькiсть зачеплень [54, 188, 27, 22]. При наявностi закрутки iнтеграл спiраль-

ностi також iснує [188]. Ми покажемо на прикладi iснуючого гiдродинамiч-

ного розв’язку, що для тороїдального вихору з закруткою це спiввiдношення

має дещо iнший вигляд, що вiдображає просторовий розподiл завихреностi.

3.4.1 Рiвняння Брегга-Хоторна i його розв’язок для

тороїдального вихору.

Розглянемо осесиметричну стацiонарну течiю iдеальної нестисливої рiдини

за вiдсутностi масових сил. Рiвняння Ейлера в цьому випадку має вигляд

(V · �)V = −�p
ρ
. (3.46)

Враховуючи, що

(V · �)V = �
(
V 2

2

)
−V × rotV, (3.47)

V × rotV = �
(
p

ρ
+
V 2

2

)
, (3.48)

де в цилiндричних координатах (r, ϕ, z) для осесимметричного випадку

ω = rotV =

(
−∂Vϕ
∂z

ir,

(
∂Vr
∂z

− ∂Vz
∂r

)
iϕ,

1

r

∂(rVϕ)

∂r
iz

)
. (3.49)
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Введемо функцiю струму Стокса ψ, визначену згiдно зi спiввiдношенням

Vr = −1

r

∂ψ

∂z
, Vz =

1

r

∂ψ

∂r
. (3.50)

При цьому рiвняння неперервностi divV = 0 задовольняється тотожно. Ор-

бiтальну компоненту швидкостi тепер можна представити у виглядi

Vϕ =
f(ψ)

r
, (3.51)

де f(ψ) — вiдома функцiя. Пiдставляючи вирази (3.50) i (3.51) в (3.49), от-

римуємо

rotV =

(
−1

r
f ′
∂ψ

∂z
ir , −�̃ψ

r
iϕ ,

1

r
f ′
∂ψ

∂r
iz

)
, (3.52)

де

�̃ = r
∂

∂r

(
1

r

∂ψ

∂r

)
+
∂2ψ

∂z2
, f ′ ≡ df

dψ
.

Для r-компоненти векторного добутку V × rotV маємо

VϕrotzV − VzrotϕV =
∂Π

∂r
, (3.53)

де Π = p/ρ + V 2/2 — iнтеграл Бернуллi. Враховуючи (3.50) та (3.51), отри-

муємо

rotϕV = −ff
′

r
+

r

ψ′
r

∂Π

∂r
, ψ′

r ≡
dψ

dr
. (3.54)

Прирiвнюючи (3.52) i (3.54) для азимутальної складової завихреностi (ϕ-

компонента), отримуємо для ψ рiвняння Брегга-Хотторна [54, 39] (або, що

те ж, Ґреда-Шафранова в МГД-випадку [43]) при заданих Π i f :

∂2ψ

∂r2
− 1

r

∂ψ

∂r
+
∂ψ2

∂z2
= r2

dΠ

dψ
− f

df

dψ
. (3.55)

Розв’язок рiвняння (3.55) при f �= 0 описує стацiонарнi осесиметричнi течiї

iз закруткою. Один з таких розв’язкiв можна отримати для випадку
dΠ

dψ
= const = αφ0, −f df

dψ
= const = −βR2φ0 (3.56)

(α i β) — безрозмiрнi константи, φ0 — розмiрний нормувальний множник).

Тодi розв’язок рiвняння (3.55) для функцiї струму Стокса має вигляд [43] 1

ψ = φ0

[
1

2
(βR2 + r2)z2 +

α− 1

8
(r2 −R2)2

]
. (3.57)

Примiтка 1. Iншi приклади рiшень, головним чином у зв’язку з дослiдженням МГД-конфiгурацiй, можна знайти в
монографiї [48] i в збiрниках оглядiв "Питання теорiї плазми" пiд ред. М.А. Леонтовича (Атомиздат, Вища школа, Москва
(1963-1982)).
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По ньому за допомогою спiввiдношень (3.50) знаходимо Vr i Vz, а за допо-

могою рiвнянь (3.56) задаємо швидкiсть закрутки Vϕ (i тиск p). Поблизу вiд

кола r = R, z = 0 (тобто при |r − R|/R � 1 i малих z) вираз (3.57) для

функцiї струму переходить в наступний:

ψ =
1

2
φ0R

2[(β + 1)z2 + (α− 1)(r −R)2]. (3.58)

У даному рiшеннi при β + 1 > 0 i α > 1 поверхнi ψ(r, z) = const являють

собою вкладенi тори iз загальною круговою вiссю — направляючою r = R,

z = 0, а їх меридiональнi перетини являють собою елiпси. З рiвнянь (3.56)

отримуємо

Π = αφ0ψ +Π0, f 2 = f 20 − 2βR2φ0ψ, (3.59)

де Π0 i f0 — сталi iнтегрування, якi параметризують даний розв’язок.

Нижче ми знайдемо для розв’язку (3.58) iнтеграл спiральностi [188]

S =

�
VrotVdV. (3.60)

Обмежимося окремим випадком β + 1 = α − 1, коли перетинами поверхонь

струму меридiональної площини є кола:

ψ ≈ 1

2
φ0R

2(α− 1)[z2 + (r −R)2]. (3.61)

Будь-який з торiв ψ(r, z) = const може бути прийнятий за границю областi,

зайняту закрученою вихровою течiєю. Будемо вважати його поперечний ме-

ридiональний перетин колом радiуса a (рис. 3.10). Поза межами тора течiю

Рис. 3.10. Схема тороїдального вихору (а) i перетин в меридiональнiй площинi
(б).
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будемо вважати потенцiальною. З огляду на спiввiдношення (3.50), для ком-

понент швидкостi отримуємо

Vr = −R2φ0(α− 1)
z

r
, Vz = −R2φ0(α− 1)

r −R

r
. (3.62)

У разi тонкого кiльцевого вихору цей рух в меридiональнiй площинi має ха-

рактер "твердотiльного обертання" , оскiльки лiнiйна швидкiсть обертання

пропорцiйна вiдстанi до кругової направляючої кiльцевого вихору. Для цього

випадку, з огляду на (3.62), отримуємо

Vr ≈ −Rφ0(α− 1)z, Vz ≈ Rφ0(α− 1)(r −R). (3.63)

При цьому азимутальна компонента завихреностi в тонкому кiльцi практично

постiйна,

ωϕ ≈ −2Rφ0(α− 1). (3.64)

3.4.2 Випадок однорiдної закрутки

Розглянемо спочатку випадок β = 0, α = 2. При цьому f(ψ) ≡ f0 =

const. Це означає, що закрутка всерединi тора розподiлена однорiдно: Vφ =

f0/r ≈ f0/R. Двi iншi компоненти швидкостi та азимутальна компонента

ротора записуються у виглядi

Vr ≈ −Rφ0z, Vz ≈ −Rφ0(r −R), ωϕ ≈ −2Rφ0. (3.65)

Перейдемо в полярну систему координат в меридiональнiй площинi з

r −R = η cos θ, z = η sin θ , (3.66)

η — координата, яка вiдраховується вiд кругової осi тора уздовж радiуса його

поперечного перерiзу (див. рис. 3.10). На границi η = a маємо вихровий шар

ωθ = −Vφδ(η − a), оскiльки азимутальна швидкiсть тут зазнає розрив (вва-

жаємо, що поза тором вона обертається в нуль)1. При наявностi всерединi

тора закрутки — орбiтального руху (по куту φ) i вихрового руху в меридiо-

нальному перерiзi уздовж малого контуру (по куту θ) — спiральнiсть (3.60)

зручно представити в виглядi суми двох складових:

S = Sϕ + Sθ, Sϕ =

�
VϕωϕdV, Sθ =

�
(Vrωr + Vzωz)dV. (3.67)

Примiтка 1. δ(x) – функцiя Дiрака.
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Обчислюючи складовi Sϕ, Sθ спiральностi (3.67), з урахуванням виразiв (3.65)

i V 2
θ = V 2

r + V 2
z , маємо

Sϕ =

�
VϕωϕdV ≈ −4π2Ra2f0φ0,

(3.68)

Sθ =

�
(Vrωr + Vzωz)dV =

�
VθωθdV = −

�
Σ
VθVϕdS.

В останньому виразi в (3.68) iнтегрування ведеться по поверхнi Σ вихро-

вого кiльця. Оскiльки на цiй поверхнi Vθ ≈ Raφ0 i Vϕ ≈ f0/R, маємо

Sθ ≈ −4π2Ra2f0φ0. Звiдси слiдує, що Sθ = Sϕ i, вiдповiдно, для даного

розв’язку S = 2Sϕ. (В роботi [75] було показано, що спiввiдношення S = 2Sϕ

є дуже загальним.) Таким чином, для спiральностi отримуємо

S = −8π2Ra2f0φ0. (3.69)

Зв’яжемо отримане значення спiральностi зi значеннями циркуляцiї швид-

костi Γ по малому контуру, яке охоплює вихрове кiльце один раз, i Γ1 по

великому контуру, що збiгається з круговою направляючою тора:

Γ = a

� 2π

0
Vθdθ ≈ 2πa2Rφ0,

(3.70)

Γ1 = R

� 2π

0
Vϕdϕ = 2πf0.

Тодi для спiральностi (3.69), враховуючи (3.70), отримуємо вираз, який вiд-

повiдає вiдомiй формулi Моффата

S = −2ΓΓ1. (3.71)

3.4.3 Випадок неоднорiдної закрутки.

Розглянемо тепер випадок неоднорiдної закрутки, обмежуючись вивчен-

ням спецiального випадку, коли максимум азимутальної швидкостi досягаєть-

ся на круговий твiрнiй вихрового кiльця: β = α− 2 > 0, а на поверхнi кiльця

закрутка зникає. З виразу (3.61) для функцiї струму отримуємо на границi

тора

ψ ≈ (α− 1)φ0R
2a2/2, (3.72)
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де a— малий радiус тороїдального вихору (радiус меридiонального перетину).

Вважаючи на цiй границi Vφ = 0, тобто f |a = 0, знаходимо сталу iнтегрування

f0 в виразi (3.59):

f0 =
√
(α− 1)(α− 2)φ0R

2a. (3.73)

Тодi всерединi вихрового кiльця a2 ≥ z2 + (r − R)2 азимутальна швидкiсть

дорiвнює

Vϕ =
√
(α− 1)(α− 2)φ0R

2

√
a2 − [z2 + (r −R)2]

r
, (3.74)

а азимутальна компонента завихреностi має вигляд

ωϕ = −ϕ(α− 1)R2r +R

r2
≈ −2φ0R(α− 1). (3.75)

Таким чином, в розглянутому наближеннi |r−R|/R � 1 для тонкого вихору

отримуємо

Vϕωϕ ≈ −2φ20

√
(α− 1)(α− 2)×R2

√
a2 − [z2 + (r −R)2]. (3.76)

Для знаходження ϕ-ї складової спiральностi iнтегруємо (3.76) за об’ємом то-

ра:

Sϕ = −2φ20

√
(α− 1)(α− 2)×R2 · 2πR

� 2π

0
dθ

� a

0
dη
√
a2 − η2. (3.77)

Остаточно отримуємо

Sϕ = −8

3
π2a3R3ϕ2

0(α− 1)
√
(α− 1)(α− 2). (3.78)

Щоб вивести вираз для Sθ, знайдемо вiдповiднi компоненти швидкостi i за-

вихренностi:

Vr ≈ −(α− 1)Rφ0z, Vz ≈ −(α− 1)Rφ0(r −R),

ωr ≈ φ0Rz

√
(α− 1)(α− 2)

α2 − [z2 + (r −R)2]
,

ωz ≈ φ0R(r −R)

√
(α− 1)(α− 2)

α2 − [z2 + (r −R)2]
.

Iнтегруючи за об’ємом кiльцевого вихору, знаходимо

Sθ =

�
(Vrωr + Vzωz)dV = −(α− 1)3/2(α− 2)1/2×
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×φ20R2

�
z2 + (r −R)2√

a2 − [z2 + (r −R)2]
dV.

Використовуючи ту ж, що i ранiше, замiну змiнних, отримуємо

Sθ = −(α− 1)3/2(α− 2)1/24π2φ20R
3

� a

0

η3√
a2 + η2

dη =

= −8

3
π2a3R3φ20(α− 1)

√
(α− 1)(α− 2).

Порiвнюючи цей вираз з (3.78), бачимо, що, як i вище, Sθ = Sϕ i S = 2Sϕ.

Виразимо спiральнiсть через циркуляцiї швидкостi по малому (Γ) i велико-

му (Γ1) контурам (див. рис. 3.10). Для циркуляцiї по малому контуру (кола

радiуса a), використовуючи формулу Стокса, отримуємо

Γ = a

� 2π

0
Vθdθ ≈ −πa2ωϕ = 2πa2Rφ0(α− 1). (3.79)

Циркуляцiя по великому контуру (по круговiй направляючiй тора) дорiвнює

Γ1 = R

� 2π

0
Vϕdϕ = 2πR2aφ0

√
(α− 1)(α− 2). (3.80)

Виражаючи спiральнiсть через циркуляцiї (3.70), для розглянутого випадку

неоднорiдної закрутки з максимумом її швидкостi на круговiй осi i нулем на

границi отримуємо

S = −4

3
ΓΓ1. (3.81)

Ми бачимо, що в разi неоднорiдної закрутки модуль коефiцiєнта k при до-

бутку циркуляцiй у виразi для спiральностi S = −kΓΓ1 може вiдрiзнятися

вiд двiйки.

Таким чином, для вихору iз закруткою (орбiтальним рухом) спiральнiсть

вiдмiнна вiд нуля, однак зв’язок з добутком циркуляцiй зачеплених контурiв

вiдрiзняється вiд вiдомої формули S = ±2ΓΓ1I , де множник I — iнтеграл

зачеплень Гаусса, який приймає цiлочисельнi значення [58, 29, 3]. У нашому

випадку для тонких кiльцевих вихорiв з круговим поперечним перерiзом в

узагальненiй формулi S = −kΓΓ1 значення коефiцiєнта k = 2 для випадку

однорiдної закрутки i k = 4/3 для випадку неоднорiдної закрутки з макси-

мумом швидкостi на твiрнiї тора [75].
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ВИСНОВКИ ДО РОЗДIЛУ 3

В даному роздiлi дослiджена динамiка одиночного i дипольного торої-

дального осесиметричних вихорiв в центральному потоцi. Отримано точнi

розв’язки i проаналiзовано їх асимптотики. Показано, що iснують як анало-

гiї, так i якiснi вiдмiнностi динамiки таких вихорiв в 3D вiд поведiнки систем

плоских вихорiв (2D). У збiжному (акрецiйному) потоцi кiльцевi вихори, так

само як i їх плоскi аналоги, прискорюються. У разi дипольного тороїдаль-

ного вихору це призводить до викиду прискорених компонент. Однак, на

вiдмiну вiд плоского випадку, при достатнiй потужностi потоку вiдбуваєть-

ся захоплення кiльцевих вихорiв потоком, що супроводжується їх колапсом.

Орбiтальний рух призводить до ситуацiї з можливими зворотними рухами

(ефект бумеранга).

Також для вихору iз закруткою (орбiтальним рухом) спiральнiсть вiдмiн-

на вiд нуля, але зв’язок з добутком циркуляцiй зачеплених контурiв вiдрiз-

няється вiд вiдомої формули Моффата. Для тонких кiльцевих вихорiв з кру-

говим поперечним перерiзом за наявностi закрутки в узагальненiй формулi

S = −kΓΓ1 значення коефiцiєнта k = 2 для випадку однорiдної закрутки

i k = 4/3 для випадку неоднорiдної закрутки з максимумом швидкостi на

твiрнiї тора.

Основнi положення цього роздiлу викладенi у публiкацiях автора [11, 10,

75, 77, 78, 87].
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РОЗДIЛ 4

ГРАВIТАЦIЙНИЙ ПОТЕНЦIАЛ ОДНОРIДНОГО
КРУГОВОГО ТОРА

Теорiя гравiтацiйного потенцiалу почала бурхливо розвиватися у XVIII

столiттi у зв’язку з дослiдженням гравiтацiйного поля Землi. Основнi досяг-

нення пов’язанi з дослiдженням потенцiалу кулi, сферичної оболонки, елiпсої-

да, диска — всiх тих фiгур, якi є ключовими в небеснiй механiцi i астрофiзицi.

Дiйсно, планети i зорi являють собою сплюснутi сфероїди, а однiєю з основ-

них складових галактик є диск. Гравiтацiйний потенцiал тора на той момент

був дуже спецiальним випадком, який, можливо, представляв iнтерес з точки

зору нетривiальної топологiї. Напевно, саме у зв’язку з цим Бертран Рiман

присвятив одну зi своїх останнiх робiт гравiтацiйному потенцiалу тора [51], в

якiй вiн розглянув можливiсть того, що потенцiал тора можна представити

у виглядi ряду Фур’є. Ця робота залишилася незавершеною i вираз для по-

тенцiалу тора в остаточному варiантi ним не був отриман, але це був перший

крок до дослiдження потенцiалу тора. Кiльце є окремим випадком тора, при

якому його малий радiус набагато менше великого. Кiльця — бiльш звичний

елемент космiчних об’єктiв, найвiдомiшим випадком є кiльця Сатурна. Маса

кiлець Сатурна нехтувано мала в порiвняннi з масою планети, проте iснуван-

ня таких структур привернуло увагу до дослiдження потенцiалу тора. Вiд-

значимо, що кiльцям присвятила свою роботу Софiя Ковалевська, що було

пов’язано з дослiдженням кiлець Сатурна [34]. Наступний крок був зробле-

ний в роботi Цюге [244], в якiй потенцiал тора був записаний, однак детально

не дослiджений. Протягом майже столiття потенцiал тора залишався недо-

торканою задачею, незважаючи на те, що тороїдальнi структури вже почали

спостерiгатися (протопланетнi диски, кiльцевi галактики, затiнюючi тори).

У зв’язку зi складною топологiєю цього об’єкта потенцiал тора виявляєть-

ся досить громiздким i складним в аналiтичному дослiдженнi [35], iнколи не

залишаючи шансiв на знаходження зручних виразiв для подальшого вико-

ристання, наприклад, в задачах про рух частинки в такому гравiтацiйному
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полi. Тор, як i нескiнченне кiльце, є атрактором — це можна показати елемен-

тарними мiркуваннями, якi були приведенi в роботах [5, 7]. Це, у свою чергу

означає, що можна очiкувати нетривiальнi фiзичнi висновки в динамiцi си-

стем, що мiстять тороїдальнi структури. Але перш нiж перейти безпосередньо

до динамiки, необхiдно детально дослiдити гравiтацiйний потенцiал тора.

У цьому роздiлi ми отримаємо новий вираз для потенцiалу тора в довiльнiй

точцi, а також детально дослiдимо його в зовнiшнiй та внутрiшнiй областях.

Результати дослiдження, як буде видно нижче, виявляться несподiваними в

узагальненнi/аналогiї з бiльш простими об’єктами, дозволяючи iстотно спро-

стити багато задач, пов’язаних з дослiдженням динамiки в астрофiзичних

об’єктах, якi мiстять тороїдальнi структури.

4.1 Аналiз знаходження потенцiалу тора рiзними методами

В рамках методiв класичної механiки i теорiї потенцiалу для знаходження

потенцiалу об’ємного тiла ми можемо використовувати кiлька способiв.

4.1.1 Потенцiал тора прямим iнтегруванням за об’ємом

Найперший i очевидний спосiб — це iнтегрування за об’ємом. Ми побачи-

мо, що отриманий вираз дуже незручний для дослiдження, але вiн корисний

для порiвняння з новим виразом для потенцiалу тора, який буде отримано в

наступних пiдроздiлах.

Отже, за визначенням, потенцiал об’ємного тiла є

ϕV = G

�
dm

r̃
= Gκ

�
V

dV

r̃
. (4.1)

Ми ввели iндекс "V" вказуючи, що цей вираз ми отримуємо прямим iнте-

груванням за об’ємом, щоб вiдрiзняти його вiд нового виразу для потенцiалу

(див. наступний пiдроздiл). Розглянемо однорiдний круговий тор з постiйним

розподiлом густини κ = const, тодi густина тора з масою M , малим радiу-

сом R0 i великим радiусом R: κ = M/(2π2RR2
0). Зауважимо, що об’єм тора

знаходиться простим способом вiдповiдно до теореми Паппа-Гульдiна: об’єм

тiла обертання дорiвнює добутку площi його перетину πR2
0 на довжину твiр-
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ної окружностi 2πR. Вiдстань r̃ – це вiдстань вiд точки P , в якiй шукаємо

потенцiал до елемента об’єму тора, тобто r̃ = |r(P ) − r(V )|. Тут r(P ) i r(V ) —

радiус вектор точки P i елемента об’єму dV , вiдповiдно. Внаслiдок симетрiї

по азимутальному куту, ми можемо вибрати довiльно вiсь в екваторiальнiй

площинi. Введемо цилiндричну систему координат (r, θ, z) i виберемо площи-

ну, у якiй азимутальний кут θ вiдлiчується вiд площини (r, z), що проходить

через точку P . Тодi координати цiєї точки P (r, 0, z). Координати елемента

об’єму: dV (r′ cos θ, r′ sin θ, z′), де (r′, θ, z′) — цилiндричнi координати, за яки-

ми необхiдно iнтегрувати. Таким чином, пiдiнтегральний вираз

φV (r, z) =
1√

(r − r′ cos θ)2 + (r′ sin θ)2 + (z − z′)2
(4.2)

i, з урахуванням елемента об’єму в цилiндричних координатах, отримуємо

вираз для потенцiалу тора:

ϕV (r, z) =
GM

2π2R2
0R

� 2π

0

� R+R0

R−R0

� √
R2

0−(r′−R)2

−
√

R2
0−(r′−R)2

φV (r, z; r
′, z′, θ)r′dz′dr′dθ. (4.3)

Для подальшого зручно ввести безрозмiрнi координати: ρ = r/R , ζ = z/R i

малий радiус тора в одиницях великого радiуса: r0 = R0/R. Ми також будемо

називати його геометричним параметром, оскiльки вiн визначає геометричну

товщину тора. Тодi вираз (4.3) має вигляд:

ϕV (ρ, ζ) =
GM

2π2r20R

� 2π

0
dθ

� 1+r0

1−r0

dρ′
� √

r20−(ρ′−1)2

−
√

r20−(ρ′−1)2
φV (ρ

′, ζ ′, θ)ρ′dζ ′, (4.4)

φV (ρ, ζ) =
1√

(ρ− ρ′ cos θ)2 + (ρ′ sin θ)2 + (ζ − ζ ′)2
. (4.5)

Цей вираз визначає потенцiал тора в довiльнiй точцi простору. Iнтеграл в

(4.4) не має аналiтичного розв’язку i не призводить до жодних спрощень. Ви-

користовувати цей вираз для дослiдження практично неможливо, окрiм як

шляхом чисельного аналiзу. Використання цього виразу особливо невигiдне

для дослiдження динамiки частинки в гравiтацiйному полi тора, оскiльки в

правiй частинi рiвнянь руху ми повиннi використовувати силу, тобто похiднi

по координатах вiд (4.4). Крiм того, чисельний розрахунок показує, що для

побудови кривої потенцiалу по (4.4) потрiбно брати дуже малий крок iнтегру-
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вання для досягнення хорошої точностi обчислень, що призводить до значних

витрат машинного часу.

4.1.2 Потенцiал тора по теоремi Дiрiхле

Другий спосiб знаходження потенцiалу тiла — використання теореми Дiрiх-

ле [56, 28], тобто урахування, що у зовнiшнiй областi (поза об’ємом тiла) по-

тенцiал повинен задовольняти рiвнянню Лапласа, а у внутрiшнiй областi —

рiвнянню Пуассона. При цьому функцiя, яку ототожнюють з потенцiалом,

повинна бути неперервною, мати похiднi i зшиватись на границях. Даний ме-

тод можна використовувати, наприклад, для знаходження потенцiалу кулi,

(незалежно вiд методу iнтегрування за об’ємом). Виведення потенцiалу кулi

з використанням теореми Дiрiхле, виявляється дуже елегантним.

Для тора ця задача виявляється не тiльки складною, але часом непрохiд-

ною. У рiвняннi Пуассона тороїдальнi координати не роздiляються, що не

дозволяє розв’язати задачу даним способом в довiльнiй точцi. У магнiтоста-

тицi магнiтний потенцiал, що задовольняє рiвнянню Лапласа, дослiджувався

(в тороїдальних координатах) у зв’язку iз задачею про токамаки (посилання

на цi роботи можна знайти в [133]), та також були розглянути задачi для

спецiальних випадкiв [47, 53]. Зауважимо, що в електростатицi бiльшiсть за-

дач вiдповiдає випадку, коли заряд розподiляється по поверхнi, що зводить

задачу до пошуку потенцiалу оболонки тора, на вiдмiну вiд гравiтацiйного

потенцiалу, де необхiдно iнтегрувати за об’ємом.

Нижче ми представимо дослiдження потенцiалу тора, основнi результати

якого були опублiкованi в нашiй першiй роботi 2011 р. [81], яка вiдкрила по-

дальшi можливостi для дослiдження динамiки в гравiтацiйному полi тора.

Зауважимо, що в останнi роки почали з’являтися роботи, в яких гравiтацiй-

ний потенцiал тора розглядається в тороїдальних координатах. Наприклад,

у в 2019 р. Дж. Юре та iн. [158] дослiджували потенцiал тороїдальної обо-

лонки в тороїдальних координатах; в 2018 р. Б.П. Кондратьєв розглянув роз-

кладання в ряд по геометричному параметру [169], у 2016 р. Т.Фукушима

[133] отримав вираз для зовнiшнього гравiтацiйного поля тора з рiзним пере-
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тином в зональних тороїдальних гармонiках. Одiн з перетинiв було вибрано

вiдповiдно до чисельного моделюваня в задачi N тiл, яке вiдповiдає рiвно-

важному гравiтуючому тору i який був отриманий в нашiй статтi 2012 р. [79].

Для випадку зовнiшнього потенцiалу однорiдного кругового тора результат

Т. Фукушима [133] добре узгоджується з нашим результатом 2012 року [79],

який буде детально представлений нижче. Поява iнтересу до дослiдження

потенцiалу тора в останнi роки пов’язана з виявленням об’єктiв рiзного типу,

якi мiстять тороїдальнi структури. З iншого боку, рiзнi пiдходи (в цилiндрич-

них або в тороїдальних координатах) дозволяють незалежно дослiджувати

властивостi цих об’єктiв.

4.1.3 Використання потенцiалiв елементарних тiл

Третiй спосiб полягає в знаходженнi потенцiалу шляхом пiдсумовування по

потенцiалах елементарних тiл. Прикладом є добре вiдомий випадок знаход-

ження потенцiалу кулi, складеного з потенцiалiв сферичних оболонок. При

цьому виведення виявляється особливо елегантним, оскiльки використовуєть-

ся особливiсть потенцiалу сферичної оболонки – всерединi оболонки в будь-

якiй точцi сума всiх сил дорiвнює нулю. Можливо, саме цей спосiб використо-

вував Iсаак Ньютон, коли робив висновок про те, що зовнiшнiй потенцiал кулi

є потенцiал матерiальної точки. Цей метод вiдiграє особливо важливу роль,

коли дослiджуваний об’єкт має складну форму. У випадку зi знаходженням

потенцiалу тора саме цей метод виявляється найвдалiшим.

Однак навiть в цьому методi важливим виявляється правильний вибiр

складового елементу. Це може значно спростити подальше дослiдження ди-

намiчних задач або, навпаки, приховати фiзичнi властивостi системи вiд до-

слiдника в лiсi математичних виразiв. В [35] в якостi складового елементу

використовувався потенцiал диска. При цьому потенцiал тора вдалося звести

до однократного iнтегралу вiд комбiнацiї елiптичних iнтегралiв всiх трьох

родiв зi складним виразом для їх модулiв. Це свого роду математичний успiх,

але вираз для потенцiалу тора виявився громiздким, а фiзичнi властивостi

залишилися захованими глибоко в математичних виразах (див. [169] де є вiд-
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повiднi посилання).

Оскiльки в граничному випадку тор вироджується в нескiнченно тонке

кiльце (при прагненнi малого радiуса до нуля), то природно вибрати в якостi

елементарного об’єкта саме нескiнченно тонке кiльце. Знаючи потенцiал кiль-

ця, потенцiал тора будемо шукати у виглядi суперпозицiї потенцiалiв таких

складових кiлець. У наступному роздiлi буде показано, що новий вираз для

потенцiалу тора [81], отриманий таким методом, дозволяє зробити важливi

висновки про гравiтацiйнi властивостi тора i динамiку в гравiтацiйному полi

системи, яка мiстить тороїдальну структуру [79, 73] (роздiли 5, 6).

4.2 Iнтегральний вираз для потенцiалу однорiдного
кругового тора

Нехай тор характеризується масою M , великим R i малим R0 радiусами.

Розглянемо випадок однорiдного тора з круговим перерiзом. Складемо тор

з набору нескiнченно тонких кiлець, якi надалi будемо називати складовими

кiльцями (див. рис. 4.1). При цьому площини кiлець паралельнi екваторiаль-

нiй площинi симетрiї тора.
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R
0

xM
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z'

R'

P x z( , )

torus
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x'

Рис. 4.1. Злiва: 3D-схема тора. Справа: схематичний перетин тора, представ-
лений у виглядi набору складових нескiнченно тонких кiлець. На рисунку
координата x дорiвнює r в текстi.

Видiлимо центральне кiльце з масою Mc i радiусом R з набору кiлець, якi

складають тор. Виберемо, як i ранiше, цилiндричну систему координат. Вна-

слiдок аксiальної симетрiї ми можемо розглядати довiльну площину, тобто

зафiксувати азимутальний кут. Таким чином, для тора, який є осесиметрич-

ним тiлом, потенцiал буде залежати тiльки вiд двох координат (r, z). Введе-
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мо вiдразу безрозмiрнi координати, нормованi на великий радiус тора, тобто

ρ = r/R , ζ = z/R. Потенцiал, створюваний цим кiльцем в довiльнiй точцi

P (ρ, ζ) має наступний вигляд:

ϕc(ρ, ζ;R,Mc) =
GMc

πR
· φc (ρ, ζ) , (4.6)

де безрозмiрний потенцiал нескiнченно тонкого кiльця:

φc (ρ, ζ) =

√
m

ρ
·K(m), (4.7)

повний елiптичний iнтеграл 1-го роду:

K(m) =

� π/2

0

dβ√
1−m sin2 β

(4.8)

з параметром

m =
4ρ

(ρ+ 1)2 + ζ2
. (4.9)

Потенцiал в точцi P (ρ, ζ), створюваний довiльним кiльцем з радiусом R′ i

масою Mr, яке розташоване в торi на висотi z′ (рис. 4.1) має вигляд

ϕr(ρ, ζ;Mr, z
′) =

GMr

πR′ · φr, (4.10)

де вираз для безрозмiрного потенцiалу складеного кiльця φr отримано шля-

хом пiдстановки виду R/R → r/R′ i z/R → (z − z′)/R′ в (4.7). Будемо нази-

вати координатами складеного кiльця — координати точки перетину кiльця

з меридiональною площиною. Положення цiєї точки визначається радiусом

кiльця R′ i вiдстанню вiд кiльця до екваторiальної площини симетрiї тора z′

(рис. 4.1). Зауважимо, що в силу симетрiї ми можемо вибрати цю площину

у такий спосiб, щоб вона збiгалася з площиною, в якiй розташована точка

P . Координата складеного кiльця, яка вiдраховується вiд центру перетину

тора (рис. 4.1), виражається через великi радiуси кiлець x′ = R′ − R. Отже,

ми можемо виразити радiус складеного кiльця через координату R′ = R+x′.

Введемо позначення, якi пов’язанi з безрозмiрними координатами складеного

кiльця η′ = x′/R , ζ ′ = z′/R. При цьому η′ вiдраховується вiд центру перетину

тора. Тодi безрозмiрний потенцiал складеного кiльця має вигляд

φr(ρ, ζ; η
′, ζ ′) =

√
(1 + η′) ·mr

ρ
·K(mr), (4.11)
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де

mr =
4ρ · (1 + η′)

(1 + η′ + ρ)2 + (ζ − ζ ′)2
. (4.12)

Умова однорiдностi тора означає рiвнiсть приведених мас χc = χr, де χc =

Mc/(2πR) – приведена маса центрального кiльця, а приведена маса складе-

ного кiльця χr = Mr/(2πR
′). Тодi маса складеного кiльця Mr = McR

′/R.

Остаточно, вираз для потенцiалу складеного кiльця

ϕr(ρ, ζ; η
′, ζ ′) =

GMc

πR
· φr , (4.13)

де φr визначається (4.11) та (4.12). Внаслiдок аддитивностi, потенцiал то-

ра може бути представлений у виглядi iнтегрування по потенцiалах всiх

складових кiлець. Для цього замiнимо дискретну масу кiльця Mc в (4.13)

на диференцiальну dM , яка в разi однорiдного кругового тора дорiвнює

dM = M
πr20
dη′dζ ′, де M — повна маса тора, еквiвалентна сумi мас складо-

вих кiлець, а r0 = R0/R – безрозмiрний малий радiус тора (геометричний

параметр). Тодi потенцiал однорiдного кругового тора

ϕtorus(ρ, ζ) =
GM

π2Rr20

� r0

−r0

� √
r20−η′2

−
√

r20−η′2
φr(ρ, ζ; η

′, ζ ′)dη′dζ ′, (4.14)

де, ще раз нагадаємо, φr визначається виразом (4.11), (4.12). Отриманий iн-

тегральний вираз для потенцiалу однорiдного кругового тора справедливий

у всiй областi (внутрiшнiй i зовнiшнiй). Чисельне порiвняння кривих потен-

цiалу, отриманих за формулою (4.14) i за формулою (4.4), збiгаються, що де-

монструє правильнiсть отриманого нового виразу для потенцiалу тора (4.14).

При чисельному розрахунку кривих потенцiалу "за об’ємом" (4.4) точнiсть

необхiдно збiльшувати в шiсть разiв, порiвняно з розрахунком потенцiалу за

формулою (4.14).

Надалi при аналiзi наближених виразiв потенцiалу тора ми будемо викори-

стовувати термiн "точний" для значень потенцiалу, отриманого за формулою

(4.14). На рис. 4.2 представленi залежностi потенцiалу тора вiд радiальної

координати, якi отриманi чисельним iнтегруванням (4.14) для тора з рiз-

ним значенням геометричного параметра r0. Видно, що кривi потенцiалу для

рiзних значень r0 вписанi в криву потенцiалу нескiнченно тонкого кiльця

тiєї ж маси i радiусом R, розташованого в екваторiальнiй площинi симетрiї
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Рис. 4.2. Залежнiсть потенцiалу вiд радiальної координати при ζ = 0 для тора
з рiзними значеннями геометричного параметра: 1) r0 = 0.05, 2) r0 = 0.1, 3)
r0 = 0.2, 4) r0 = 0.3, 5) r0 = 0.4. Потенцiал нескiнченно тонкого кiльця (4.6) з
масоюM , рiвною масi тора, показаний пунктирною лiнiєю. На цьому рисунку
i на всiх наступних M = 1, R = 1, G = 1.

тора. Також видно з рис. 4.2, що кривi потенцiалу тора праворуч вiд поверх-

нi (ρ > 1 + r0) збiгаються з кривою потенцiалу кiльця, в той час як злiва

(ρ < 1 + r0) є невелика вiдмiннiсть, тобто кривi потенцiалу тора нижче нiж

потенцiал кiльця, i видно залежнiсть цiєї вiдмiнностi вiд геометричного пара-

метра r0. Ми детально дослiдимо цю залежнiсть в наступному роздiлi i отри-

маємо наближенi вирази, якi дозволять побачити цю залежнiсть аналiтично.

Заздалегiдь можна сказати, що ця вiдмiннiсть пов’язана з нетривiальною то-

пологiєю поверхнi тора, яка полягає в тому, що гауссова кривизна поверхнi

тора змiнює знак при обходi по перетину. Цiкавим є наступний факт. Потен-

цiал нескiнченно тонкого кiльця прагне до нескiнченностi на його радiусi. Це

типова властивiсть одновимiрних гравiтуючих тiл. Однак в процесi iнтегру-

вання по кiльцях, результуючий потенцiал тора є гладкою функцiєю, тобто

нескiнченнiсть заiнтегрiровалась. Важливою властивiстю гравiтацiйного по-

тенцiалу тора є те, що максимум потенцiалу змiщений вiдносно центру пере-

тину (ρ = 1). Це попередньо наводить на припущення про те, що гравiтуючий

тор без центральної маси повинен стискатися по великому радiусу i, по всiй

видимостi, iстотну роль має вiдiгравати орбiтальний рух i вiдцентровi сили.
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Таким чином, можна припустити iстотну роль центральної маси в стабiль-

ностi гравiтуючого тора. Це докладно буде розглянуто в наступних роздiлах

дисертацiї.

На рис. 4.3 показана залежнiсть потенцiалу тора вiд радiальної координати

для рiзних значень ζ, яка отримана чисельно за формулою (4.14). Зауважимо,

Рис. 4.3. Потенцiал тора r0 = 0.3 як функцiя вiд радiальної координати для
рiзних значень ζ = 0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4.

що в роботi [35] (c.196, формула (7.26)) вираз для потенцiалу тора було отри-

мано в результатi складання його з нескiнченно тонких дискiв. Це дозволило

знайти вираз для потенцiалу тора у виглядi однократного iнтегрування, але

по елiптичних iнтегралах всiх трьох типiв з громiздким виразом для їх мо-

дулiв. Вiдмiннiсть вiд нашого пiдходу є iстотною, тому що в якостi складового

елементу ми використовуємо бiльш елементарний об’єкт — нескiнченно тонке

кiльце. З фiзичної точки зору це бiльш природно, оскiльки нескiнченно тон-

ке кiльце є граничним випадком, тому що при R0, який прагне до нуля, тор

вироджується в нескiнченно тонке кiльце. Це дозволяє дослiджувати зв’язок

мiж потенцiалом складної об’ємної фiгури i елементарного об’єкта так, як це

робилося в класичних задачах теорiї потенцiалу, наприклад, потенцiал кулi

та потенцiал матерiальної точки. Ми побачимо далi в роздiлах 4.3 i 4.4, що

такий пiдхiд дiйсно дозволяє побачити фiзичнi аналогiї та, спираючись на

них, знайти бiльш простi наближенi аналiтичнi вирази для потенцiалу тора.
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Це, у свою чергу, може значно спростити багато задач небесної механiки,

зоряної динамiки i астрофiзики при дослiдженнi об’єктiв, в яких присутнi

тороїдальнi (кiльцевi) структури.

У наступному роздiлi ми дослiджуємо потенцiал тора у зовнiшнiй областi.

Оскiльки тор є двозв’язним об’єктом, необхiдно чiтко визначити, що розу-

мiється пiд внутрiшньою та зовнiшньою областями. Визначимо зовнiшню об-

ласть тора як область, в якiй немає розподiлу густини, тобто поза об’ємом

тора. Це означає, що центральний отвiр тора також є зовнiшньою областю.

Внутрiшня область – це область, де розподiл густини присутнiй, тобто це об-

ласть всерединi об’єму тора. Таке визначення цiлком природне, тому що воно

пов’язане з визначенням по теоремi Дiрiхле: зовнiшнiй потенцiал тора задо-

вольняє рiвнянню Лапласа, а внутрiшнiй потенцiал — рiвнянню Пуассона.

4.3 Потенцiал тора у зовнiшнiй областi

Як видно з рис. 4.2, зовнiшнiй потенцiал тора наближено можна представи-

ти потенцiалом нескiнченно тонкого кiльця тiєї ж маси аж до поверхнi тора.

Значення потенцiалу тора вiдрiзняється вiд потенцiалу кiльця на величину,

що залежить вiд геометричного параметра r0, що проявляється значнiше для

товстого тора (r0 > 0.5). Безумовно представляє iнтерес виразити потен-

цiал тора через потенцiал нескiнченно тонкого кiльця i отримати залежнiсть

вiд геометричного параметра аналiтично. Iнтегральний вираз для потенцiа-

лу тора не виражається у елементарних функцiях, iнтеграл береться тiльки

чисельно. Тому очевидно, що для аналiзу потенцiала необхiдно використову-

вати розкладання в ряд. Дослiдження зовнiшнього потенцiалу тора означає,

що ми працюємо в областi поза об’ємом тора, тобто координати точки, в якiй

шукаємо потенцiал, задовольняють умовi (ρ − 1)2 + ζ2 ≥ r20. У цiй областi

пiдiнтегральний вираз φr(ρ, ζ; η′, ζ ′) в (4.14) не має сингулярностей для всiх

значень η′, ζ ′. Отже, ми можемо розкласти пiдiнтегральну функцiю в ряд

Маклорена за степенями η′, ζ ′ в околицi точки η′ = ζ ′ = 0. Оскiльки iнте-

грали мають симетричнi межi, то члени ряду, якi мiстять змiшанi похiднi i

похiднi непарного порядку, дорiвнюють нулю i "виживають" тiльки складовi
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з парними порядками в розкладаннi. Обмежуючись квадратичними членами

розкладання, потенцiал складеного кiльця наближено може бути представ-

лений як:

φr(ρ, ζ; η
′, ζ ′) ≈ φc(ρ, ζ) +

1

2

∂2φr
∂η′2

∣∣∣∣η′=0
ζ ′=0

η′2 +
1

2

∂2φr
∂ζ ′2

∣∣∣∣η′=0
ζ ′=0

ζ ′2. (4.15)

Проiнтегруємо (4.15) по перетину тора вiдповiдно (4.14). Iнтеграл в першому

доданку береться елементарно — це є площа перетину тора:
� r0

−r0

� √
r20−η′2

−
√

r20−η′2
dη′dζ ′ = πr20.

Iнтеграли в другому i третьому доданку рiвнi:
� r0

−r0

� √
r20−η′2

−
√

r20−η′2
η′2dη′dζ ′ =

� r0

−r0

� √
r20−η′2

−
√

r20−η′2
ζ ′2dη′dζ ′ =

πr40
4
.

(Як було зазначено вище, iнтеграли вiд непарних степеней пiдiнтегральної

функцiї дорiвнюють нулю, тому залишаються тiльки доданки з парними сте-

пенями при r0).

Позначимо

A(ρ, ζ) =
∂2φr
∂η′2

∣∣∣∣η′=0
ζ ′=0

+
∂2φr
∂ζ ′2

∣∣∣∣η′=0
ζ ′=0

, (4.16)

тодi

ϕtorus(ρ, ζ) ≈ GM

π2Rr20

(
πr20φc +

πr40
8

· A(ρ, ζ)
)
= (4.17)

=
GM

πR
φc

(
1 +

r20
8
· A(ρ, ζ)

φc

)
Незважаючи на те, що кожний доданок в (4.16) має досить громiздкий вираз,

їх сума призводить до бiльш компактної форми:

A = −1

2
φc − 1

2

√
m

ρ

1

m− 1

(
1− ρ+ 1

2ρ
m

)
E(m). (4.18)

Пiдставимо (4.18) в (4.17):

ϕtorus(ρ, ζ; r0) ≈ GM

πR
φc ·
[
1− r20

16
− r20

16φc

√
m

ρ

1

m− 1

(
1− ρ+ 1

2ρ
m

)
E(m)

]
.

(4.19)
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Остаточно, наближений вираз для потенцiалу однорiдного кругового тора

у зовнiшнiй областi (ρ− 1)2 + ζ2 ≥ r20 має наступний вигляд:

ϕtorus(ρ, ζ; r0) ≈ GM

πR
φc ·
(
1− r20

16
+
r20
16

· S(ρ, ζ)
)
, (4.20)

де φc =
√
m/ρK(m) – безрозмiрний потенцiал нескiнченно тонкого кiльця

(4.7), розташованого в центрi перетину тора, а функцiя

S(ρ, ζ) =
ρ2 + ζ2 − 1

(ρ+ 1)2 + ζ2
· E(m)

K(m)
, (4.21)

E(m) =
� π/2
0 dβ

√
1−m sin2 β — повний елiптичний iнтеграл другого роду.

Отриманий вираз можна також записати через iншу замiну, яка вiдраховуєть-

ся вiд центру перетину тора η = ρ− 1 i використання виразу через η дiйсно

часто є бiльш зручним. В цьому випадку вираз (4.21) може бути представлено

в наступному виглядi:

S(η, ζ) =
η2 + ζ2 + 2η

η2 + ζ2
· E(m)

K(m)
, (4.22)

де

m = 4
η + 1

(η + 2)2 + ζ2
.

Наближений вираз (4.20) для потенцiалу тора (ми будемо надалi називати

його S-наближенням), з урахуванням (4.21) або (4.22), представляє потен-

цiал тора з досить високою точнiстю в зовнiшньої областi η2 + ζ2 ≥ r20. На

рис. 4.4 показанi кривi потенцiалу тора, отриманi шляхом чисельного iнте-

грування в порiвняннi з потенцiалом, отриманими за наближеною формулою

(S-наближеннi).

Оскiльки |S| ≤ 1, другий множник в (4.20) є повiльно змiнною функцiєю

вiд ρ i ζ. Спростимо вираз (4.20), замiнивши другий множник його асимп-

тотичним наближенням. У першому випадку, ρ → 0 вiдповiдає η → −1 i

параметру m→ 0 i E(m)/K(m) → 1, отже, S → (ζ2− 1)/(ζ2+1). Вираз для

потенцiалу тора в цьому випадку:

ϕtorus(ρ, ζ; r0) ≈ GM

πR
φc(ρ, ζ) ·

(
1− r20

16
+
r20
16

ζ2 − 1

ζ2 + 1

)
. (4.23)

Оскiльки безрозмiрний потенцiал нескiнченно тонкого кiльця (4.7) на осi си-
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Рис. 4.4. Залежнiсть потенцiалу тора з r0 = 0.5 вiд ρ для ζ = 0 (верхнi кривi)
i ζ = 0.5 (нижнi кривi). Суцiльнi лiнiї вiдповiдають потенцiалу, отримано-
му шляхом чисельного iнтегрування по точнiй формулi (4.14). S-наближення
потенцiалу (4.20) показано пунктирною лiнiєю, i точкова лiнiя вiдповiдає гра-
ничному випадку S-наближення: крива потенцiалу нескiнченно тонкого кiль-
ця (4.26) праворуч вiд перетину тора i крива, вiдповiдна "змiщеному" потен-
цiалу нескiнченно тонкого кiльця (4.23) — злiва. Межi перетину тора показанi
точковими вертикальними лiнiями.

метрiї

φc(0, ζ) =
π√

1 + ζ2
,

тодi в центрi симетрiї ми отримуємо вираз для потенцiалу тора на осi симетрiї

ϕtorus(0, ζ; r0) ≈ GM

R

1√
1 + ζ2

·
(
1− r20

16
+
r20
16

ζ2 − 1

ζ2 + 1

)
(4.24)

i для ζ = 0,

ϕtorus(0, 0; r0) ≈ GM

R

(
1− r20

8

)
. (4.25)

Другий доданок GM/R · r20/8 в (4.25) описує зсув потенцiалу тора на осi си-

метрiї щодо потенцiалу нескiнченно тонкого кiльця. На рисунку 4.4 точковою

лiнiєю показанi кривi для потенцiалу тора, отриманi по наближеному виразу

(4.23).

У другому випадку, при великих значеннях η, параметр m→ 0, i S → 1 в

(4.20), отже

ϕtorus(ρ, ζ; r0) ≈ GM

πR
φc(ρ, ζ). (4.26)
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Таким чином, в цiй областi потенцiал тора дорiвнює потенцiалу нескiнченно

тонкого кiльця тiєї ж маси M i радiусом R, рiвним великому радiусу тора.

З рисунка 4.4 видно, що S-наближення для зовнiшнього потенцiалу тора

(4.20) описує потенцiал тора з хорошою точнiстю аж до поверхнi тора

(верхнi кривi). Дiйсно, в областi ρ ≤ 1 − r0 вiдмiнностi мiж потенцiалом,

отриманим за iнтегральним виразом (4.14), i значеннями, отриманими за S-

наближенням, досягають максимуму поблизу поверхнi тора i не перевищують

0.2% навiть для товстого тора з r0 = 0.5. Вiдмiнностi залишаються малими

навiть для дуже товстого тора: вони не перевищують 1.5% для r0 = 0.9. При

ζ = r0 всi точки зовнiшнi i кривi для точного потенцiалу i для S-наближення

вiзуально збiгаються (вiдхилення менше 0.1%).

Зауважимо, що асимптотики S-наближення для зовнiшнього потенцiалу

(4.24) i (4.26) також досить добре описують потенцiал тора (точковi кривi на

рис. 4.4). Таким чином, для |ζ| < r0, наближення (4.24) може бути викори-

стано для розрахунку потенцiалу всерединi областi, обмеженої цилiндром з

радiусом ρ − r0, в той час як наближення (4.26) може застосовуватися поза

областю, обмеженою цилiндром з радiусом ρ+ r0.

При |ζ| � 1, вираз (4.24) прагне до (4.26), i вираз для потенцiалу нескiн-

ченно тонкого кiльця (4.6) може бути використаний у всiй зовнiшнiй областi

для наближеного розрахунку потенцiалу тора.

Таким чином, зовнiшнiй потенцiал тора може бути представлений з

високою точнiстю потенцiалом нескiнченно тонкого кiльця тiєї ж маси.

Залежнiсть вiд геометричного параметра r0 з’являється тiльки в "дiрцi"

тора, що може бути враховано "змiщеним" потенцiалом нескiнченно тон-

кого кiльця (4.23). Це наближення справедливо аж до поверхнi тора. Даний

результат аналогiчний вiдомому результату для зовнiшнього потенцiалу кулi.

Як вiдомо, зовнiшнiй потенцiал кулi точно дорiвнює потенцiалу матерiальної

точки. Невелика вiдмiннiсть потенцiалу тора вiд потенцiалу нескiнченно тон-

кого кiльця може бути пов’язана з тим фактом, що гауссова кривизна тора

не є постiйною величиною, а залежить вiд геометричного параметра, що буде

розглянуто нижче.
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4.4 Потенцiал тора у внутрiшнiй областi

Дослiдимо внутрiшнiй потенцiал тора. Для цього зручно вибрати початок

системи координат в центрi перетину тора (рис. 4.5). Тодi безрозмiрний по-

�

�

P( )� �,

�
�

Mrr
r

Рис. 4.5. Схема перетину тора в полярних координатах.

тенцiал нескiнченно тонкого кiльця має вигляд:

φc(η, ζ) =

√
m

1 + η
·K(m), (4.27)

де

m =
4(1 + η)

(2 + η)2 + ζ2
.

Розглянемо потенцiал центрального кiльця (4.27) в околицi η → 0, ζ → 0, що

вiдповiдає m→ 1. В цьому випадку елiптичнi iнтеграли в (4.27) можуть бути

розкладенi в ряд по малому параметру m1 = 1−m. Обмежуючись першими

членами розкладання, маємо:

K(m1) ≈ ln
4√
m1

+
1

4
m1 ln

4

e
√
m1

. (4.28)

Тут параметр m1 дорiвнює

m1 = 1− 4ρ

(ρ+ 1)2 + ζ2
=

(ρ− 1)2 + ζ2

(ρ+ 1)2 + ζ2
=

η2 + ζ2

(η + 2)2 + ζ2
.

Таким чином

m1 =
r2

r2 + 4(1 + η)
,

де r2 = η2 + ζ2. Множник перед елiптичним iнтегралом у виразi для потен-

цiалу центрального нескiнченно тонкого кiльця виражається через параметр
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m1 наступним чином:√
m

η + 1
=

2√
r2 + 4(η + 1)

=
2
√
m1

r
.

Тодi наближений вираз для потенцiалу кiльця, виражений через параметр

m1:

φc(η, ζ) ≈ 2
√
m1

r

(
ln

4√
m1

+
1

4
m1 ln

4

e
√
m1

)
. (4.29)

Перехiд до потенцiалу довiльного складеного кiльця здiйснюється за рахунок

пiдстановок 1 + η → (1 + η)/(1 + η′) i ζ → (ζ − ζ ′)/(1 + η′). Тодi η →
(η − η′)/(1 + η′),

r2 → (η − η′)2 + (ζ − ζ ′)2

(1 + η′)2
=

(r− r′)2

(1 + η′)2
,

а параметр m1 переходить в параметр

m′
1 = (r− r′)2/q, де q = (r− r′)2 + 4(1 + η)(1 + η′).

Наближений вираз для потенцiалу складеного нескiнченно тонкого кiльця

має вигляд

φr(η, ζ; η
′, ζ ′) ≈ 2(1 + η′)√

q

[
ln

4√
m′

1

(
1 +

m′
1

4

)
− m′

1

4

]
. (4.30)

Доданок (r− r′)2 = (η − η′)2 + (ζ − ζ ′)2 є квадратом вiдстанi мiж складовим

кiльцем i точкою P (рис. 4.5). Вираз (4.30) справедливий для m′
1 → 0, отже,

(r− r′)2 � 1.

Обмежимося випадком тонкого тора (r0 � 1). Тодi (r− r′)2 � 4(1+ η)(1+

η′). Розглянемо окремо множник 1/
√
q в (4.30):

1√
q
=

1√
(r− r′)2 + 4(1 + η)(1 + η′)

=
1

2
√
(1 + η)(1 + η′)

· 1√
1 +N

,

де

N =
(r− r′)2

4(1 + η)(1 + η′)
.

Оцiнимо граничнi значення N . Дiйсно, min[N ] = 0, max[N ] = r20/(1 + r0)
2.

Оскiльки ми розглядаємо випадок тонкого тора r0 � 1 i max[N ] ≈ r20 � 1,

тодi N � 1 i

1√
q
≈ 1

2
√
(1 + η)(1 + η′)

[
1− (r− r′)2

8(1 + η)(1 + η′)

]
.
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Перший множник в (4.30) може бути переписаний через члени другого по-

рядку як:

f1 ≡ 2(1 + η′)√
q

≈
√

1 + η′

1 + η

(
1− 1

8
(r− r′)2

)
. (4.31)

Тут ми врахували, що (1 + η)(1 + η′) ≈ 1. Пiсля розкладання квадратного

кореня в (4.31) за степенями η i η′, отримуємо

f1 ≈
(
1 +

η′

2
− η

2
− ηη′

4
− η′2

8
+

3

8
η2
)(

1− 1

8
(r− r′)2

)
. (4.32)

Пiсля перемноження i, обмежуючись членами другого порядку, отримуємо:

f1 ≈ 1 +
η′

2
− η

2
− ηη′

4
− η′2

8
+

3η

8
− (r− r′)2

8
. (4.33)

Подiбним чином другий множник (у квадратних дужках) у (4.30) може бути

виражений через квадрати координат як

f2 ≡ ln
4√
m′

1

(
1 +

m′
1

4

)
− m′

1

4
≈ 1

2
(η + η′)− 1

4
(η2 + η′2)+

+ ln
8

| r− r′ | +
(r− r′)2

16
ln

8e

| r− r′ | . (4.34)

Таким чином, ми отримуємо такий вираз для потенцiалу складеного кiльця:

φr(η, ζ; η
′, ζ ′) ≈ f1 · f2. (4.35)

Введемо для зручностi позначення w = (r − r′)2 = r2 + r′2 − 2rr′ cos(θ − θ′),

k̃ = 1 + ln 8 i, пiсля перемноження, а також обмежуючись членами другого

порядку, (4.35) набуває вигляду

φr ≈ k̃ · w
16

+
η

2
− η2

2
+
η′

2
+ln 8− 1

8
w ln 8− 1

2
η ln 8+

3

8
η2 ln 8+

1

2
η′ ln 8− 1

4
ηη′ ln 8−

(4.36)

−1

8
η′2 ln 8− 1

2
lnw +

1

4
η lnw − 3

16
η2 lnw − 1

4
η′ lnw +

1

8
ηη′ lnw+

+
1

32
w lnw +

1

16
η′2 lnw.

Пiсля приведення доданкiв

φr ≈ L1 + L2w + L3η
′ + L4η

′2 + L5 lnw + L6η
′ lnw +

1

32
I7 +

1

16
I8,

де

L1 =
1

2

(
η − η2 + 2 ln 8− η ln 8 +

3

4
η2 ln 8

)
,
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L2 =
1

16
(1− ln 8),

L3 =
1

2

(
1 + ln 8− η

2
ln 8
)
,

L4 = −1

8
ln 8,

L5 =
1

2

(
1

2
η − 1− 3

8
η2
)
,

L6 =
1

4

(
1

2
η − 1

)
.

Для дослiдження внутрiшнього потенцiалу тора перепишемо вираз (4.14) в

полярних координатах (рис. 4.5):

ϕtorus(r, θ; r0) =
GM

π2Rr20

� r0

0

� 2π

0
φr(r, θ; r

′, θ′)r′dr′dθ′, (4.37)

де координати складеного кiльця η′ = r′ cos θ′, ζ ′ = r′ sin θ′ i координати

точки P : η = r cos θ, ζ = r sin θ. Пiдставивши (4.36) в (4.37), отримуємо в

загальному виглядi:

ϕtorus(r, θ; r0) ≈ GM

π2Rr20
(L1I1 + L2I2 + L3I3 + L4I4 + L5I5 + L6I6+ (4.38)

+
1

32
I7 +

1

16
I8),

де

I1 =

� r0

0

� 2π

0
r′dr′dθ′ = πr20,

I2 =

� r0

0

� 2π

0
wr′dr′dθ′ =

� r0

0

� 2π

0
(r2 + r′2 − 2rr′ cos(θ − θ′))r′dr′dθ′ =

= r2
� r0

0

� 2π

0
r′dr′dθ′ ++

� r0

0

� 2π

0
r′3dr′dθ′ − 2r

� r0

0
r′2dr′

� 2π

0
cos(θ − θ′))dθ′,

I2 = πr20r
2 +

πr40
2
,

I3 =

� r0

0

� 2π

0
η′r′dr′dθ′ =

� r0

0
r′2dr′

� 2π

0
cos θ′dθ′ = 0,

I4 =

� r0

0

� 2π

0
η′2r′dr′dθ′ =

πr40
4
,

I5 =

� r0

0

� 2π

0
r′ lnwdr′dθ′ == 2

� r0

0
r′dr′

� π

0
ln(r2 + r′2 − 2rr′ cos θ′)dθ′
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Внутрiшнiй iнтеграл (по θ) зводиться до табличного (див. [26] стор.411):

� π

0
ln(a2 − 2ab cos x+ b2)dx =

⎧⎨
⎩2π ln a, при a ≥ b > 0,

2π ln b, при b ≥ a > 0.

I5 = 2

� r

0
r′dr′2π ln r + 2

� r0

r
r′dr′2π ln r′ = πr2 − πr20 + 2πr20 ln r0.

I6 =

� r0

0

� 2π

0
η′r′ lnw · dr′dθ′ =

� r0

0

� 2π

0
r′2 cos θ′ lnw · dr′dθ′ =

= −πr
(
r20 −

r2

2

)
cos θ = −πη ·

(
r20 −

r2

2

)
,

I7 =

� r0

0

� 2π

0
r′w lnwdr′dθ′ =

� r0

0

� 2π

0
r′(r′2+ r2−2rr′ cos(θ− θ′)) lnwdr′dθ′ =

=

� r0

0

� 2π

0
r′3 lnwdr′dθ′+

+r2
� r0

0

� 2π

0
r′ lnwdr′dθ′−

−2r

� r0

0

� 2π

0
r′ cos(θ − θ′) lnwdr′dθ′ ≡

≡ I ′7 + I ′′7 + I ′′′7 .

I ′7 =
� r0

0

� 2π

0
r′3 lnwdr′dθ′ = 2

� r0

0
r′3dr′

� π

0
lnwdθ′ =

= 2

� r

0
r′3 · 2π ln rdr′ + 2

� r0

r
r′3 · 2π ln r′dr′

= 4π ln r · r
4

4
+ 4π

� r0

r
r′3 ln r′dr′ =

π

4
r4 − πr40

(
1

4
− ln r0

)

I ′′7 ≡ r2
� r0

0

� 2π

0
r′ lnwdr′dθ′ = r2 · I5 = πr4 − πr20r

2 + 2πr20r
2 ln r0

I ′′′7 ≡ −2r

� r0

0

� 2π

0
r′2 cos(θ − θ′) lnwdr′dθ′.

Оскiльки cos — функцiя парна, то
� 2π

0
cos(θ − θ′) ln(r2 + r′2 − 2rr′ cos(θ − θ′))dθ′ =

=

� 2π

0
cos θ′ ln(r2 + r′2 − 2rr′ cos θ′)dθ′.
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Тодi

I ′′′7 = −2r

� r0

0
r′2dr′

� 2π

0
cos θ′ ln

[
r2
(
1 + a2 − 2a cos θ′

)]
dθ′ = −2rA,

де a ≡ r′/r. Врахуємо ([26] стор.607), що

� π

0
cosnx ln(1 + a2 − 2a cosx)dx =

⎧⎨
⎩−π

na
n, при a2 < 1,

− π
nan , при a2 > 1.

Тодi

A = 2

� r

0
r′2dr′ · (−πr

′

r
) + 2

� r0

r
r′2dr′ · (−π r

r′
) =

π

2
(r3 − 2rr20)

i, отже,

I ′′′7 = πr2(2r20 − r2).

I7 ≡ I ′7 + I ′′7 + I ′′′7 =
π

4
r4 + πr2r20(1 + 2 ln r0) + πr40(ln r0 −

1

4
).

Якщо обмежуватися квадратичними членами, то

I7 ≈ πr20r
2 · (2 ln r0 + 1),

I8 =

� r0

0

� 2π

0
η′2r′ lnwdr′dθ′.

Пiдставляючи отриманi вирази в (4.38), отримуємо наближений вираз для

внутрiшнього потенцiалу тора:

ϕinner
torus (η, ζ; r0) ≈

GM

2πR

[
c+ ã1η + ã2η

2 + b̃2ζ
2
]
, (4.39)

де

k ≡ r0
8
, c = 1 + 2k2 − 2 ln k + 8k2 ln k, ã1 = 1 + ln k,

ã2 = − 1

(8k)2
− 4k2(11 + 10 ln k),

b̃2 = − 1

(8k)2
+ 4k2(3 + 2 ln k).

Перший доданок в (4.39) є значенням потенцiалу тора в центрi перетину:

c = φtorus(0, 0; r0). Для подальшого аналiзу внутрiшнього потенцiалу зручно

перейти до координат, нормованими на геометричний параметр тора r0. Тодi

коефiцiєнти ряду перетворюються в

a1 = 8k(1 + ln k), a2 = −1− 4k2(11 + 10 ln k),
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b2 = −1 + 4k2(3 + 2 ln k).

Вираз для потенцiалу тора (4.39) може бути записано як

ϕinner
torus (η, ζ; r0) ≈

GM

2πR

[
c+ a1

η

r0
+ a2

(
η

r0

)2

+ b2

(
ζ

r0

)2
]
. (4.40)

З виразу (4.40) видно, що максимальне значення потенцiалу досягається в

точцi ηmax = −(a1r0)/(2a2), ζ = 0, а еквiпотенцiальними лiнiями є елiпси з

центром, змiщеним на величину ηmax вiдносно центру перетину тора з вiд-

ношенням великих пiвосей
√
b2/a2. Зауважимо, що положення максимуму

потенцiалу η = ηmax, ζ = 0 вiдповiдає точцi невагомостi, тобто точцi, де сили

врiвноважуються i результуюча всiх сил, що дiють на частинку, дорiвнює ну-

лю. В даному наближеннi компоненти сили всерединi об’єму тора залежать

вiд координат лiнiйно.

��r
0

�
torus

r =
0

0.1

0.2

0.5

Рис. 4.6. Залежнiсть внутрiшнього потенцiалу вiд нормованих координат η/r0
при ζ = 0 для рiзних значень геометричного параметра: r0 = 0.1, 0.2, 0.5.
Суцiльнi кривi представляють залежнiсть потенцiалу вiд вiдстанi до центру
перетину тора, якi отриманi чисельним iнтегруванням за формулою (4.14).
Пунктирнi лiнiї — кривi потенцiалу тора, якi отриманi по наближеному ви-
разу для внутрiшнього потенцiалу (4.40).

На рис. 4.6 показанi кривi внутрiшнього потенцiалу для трьох значень r0
в нормованих на r0 змiнних. Хоча ми обмежувалися випадком тонкого тора,

кривi потенцiалу, отриманi за виразом (4.40), добре узгоджуються з точним
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потенцiалом (4.14) аж до r0 = 0.5. При цьому максимум вiдхилення знахо-

диться поблизу поверхнi тора i становить близько 2% (рис.4.6). Значення по-

тенцiалу в центрi перетину тора (константа c = φtorus(0, 0; r0) в (4.39)) також

досить добре збiгається з точним значенням.

Цiкаво дослiдити отриманий розв’язок для граничних випадкiв. Оскiльки

тор є двозв’язним об’єктом, r0 = R0/R → 0 вiдповiдає двом граничним пере-

ходам: до нескiнченно тонкого кiльця (R фiксований, в той час як R0 → 0)

i граничний перехiд до цилiндра, коли R0 фiксований i R → ∞. Для до-

слiдження внутрiшнього потенцiалу тора цiкавий граничний перехiд до по-

тенцiалу цилiндру. При цьому ми розглядаємо нескiнченний цилiндр, тобто

границi вiдсутнi, але при цьому його довжину ми ототожнюємо з довжиною

кiльця. При r0 → 0, коефiцiєнт c → 1 − 2 ln k, a1 → 0, a1 → 0 i коефiцiєнти

a2, b2 → −1, a вираз (4.40) набуває такого вигляду:

ϕinner
torus (η, ζ; r0 → 0) ≈ GM

2πR

[
1− 2 ln

r0
8
−
(
r

r0

)2
]
, (4.41)

де r2 = η2 + ζ2. Вiдомо, що внутрiшнiй потенцiал кругового цилiндра з дов-

жиною 2H, набагато бiльшою, нiж радiус R0 його перетину, має вигляд [35]:

ϕcyl =
GM

2H

[
2 ln

2
√
eH

R0
−
(
r

r0

)2
]
. (4.42)

Пiсля формальної пiдстановки 2H = 2πR в (4.42) (довжина цилiндра дорiв-

нює довжинi центрального кiльця), ми отримуємо остаточний вираз:

ϕcyl =
GM

2πR

[
1− 2 ln

( r0
2π

)
−
(
r

r0

)2
]
. (4.43)

Вираз (4.43) збiгається з (4.41) з точнiстю до константи. Вiдмiннiсть в кон-

стантi може бути пов’язана з геометричною кривизною поверхнi тора.

Квадратична залежнiсть вiд r для внутрiшнього потенцiалу тонкого тора

може бути також отримана для випадку, коли малий радiус R0 → 0. Зовнiш-

нiй потенцiал тора, отриманий в роздiлi 4.3, наближено дорiвнює потенцiалу

нескiнченно тонкого кiльця тiєї ж маси i радiусом, рiвним великому радiусу

тора. У граничному випадку переходу до нескiнченно тонкого кiльця геомет-

ричний параметр r0 є малою величиною i отримане наближення виявляється
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ще бiльш точним. Отже, при η2 + ζ2 ≥ r0 → 0 зовнiшнiй потенцiал тора пра-

гне до потенцiалу нескiнченно тонкого кiльця. В цьому випадку η, ζ → 0 i,

таким чином, повний елiптичний iнтеграл у виразi для нескiнченно тонкого

кiльця (4.6) може бути розкладений в ряд в околицi m → 1. Якщо ми обме-

жимося першими членами розкладання, то наближений вираз для потенцiалу

центрального нескiнченно тонкого кiльця

ϕc(η, ζ) ≈ GM

2πR

(− ln(η2 + ζ2) + 2 ln 8
)
, (4.44)

який також залишається справедливим для зовнiшнього потенцiалу тонко-

го тора. Зауважимо, що тут немає залежностi вiд геометричного параметра

r0, тому що в такому наближеннi всi тонкi тори з однаковою масою i вели-

кими радiусами є еквiгравiтуючими для зовнiшнього потенцiалу. Похiднi вiд

потенцiалу тонкого тора по η, ζ:
∂ϕc

∂η
≈ −GM

πR

η

r2
,

∂ϕc

∂ζ
≈ −GM

πR

ζ

r2

i, накладаючи умови перетину тора, (η2 + ζ2 = r20):

∂ϕc

∂η

∣∣∣∣
r=r0

≈ − GM

πRr0
cos θ,

∂ϕc

∂ζ

∣∣∣∣
r=r0

≈ − GM

πRr0
sin θ.

Таким граничним умовам задовольняє лiнiйна залежнiсть сили вiд координат

η, ζ. Таким чином, внутрiшнiй потенцiал тонкого тора може бути представ-

лений, пiсля iнтегрування, як:

ϕinner
torus (η, ζ; r0) ≈

GM

2πR

(
−η

2 + ζ2

r20
+ c(r0)

)
. (4.45)

Прирiвнюючи (4.44) i (4.45) на поверхнi тора, отримуємо вираз для константи

c(r0) = −2 ln(r0/8) + 1, яка збiгається з виразом (4.39), отриманим вище за

умови r0 � 1.

Стає зрозумiлим з аналiзу внутрiшнього потенцiалу для двох граничних

випадкiв (R0 → 0 и R → ∞), що першi доданки в коефiцiєнтах a2, b2 сте-

пеневого ряду (4.40) вiдображають властивостi внутрiшнього потенцiалу ци-

лiндра. Якщо видiлити внутрiшнiй потенцiал цилiндра, внутрiшнiй потенцiал

тора (4.40) може бути записаний як:

ϕinner
torus (η, ζ) = ϕcyl(r) + ϕcurv(η, ζ), (4.46)
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де

ϕcurv ≈ GM

2πR

[
ccurv + a1

(
η

r0

)
+ ca

(
η

r0

)2

+ cb

(
ζ

r0

)2
]
, (4.47)

ccurv = 2 ln
8

2π
+ 2k2(1 + 4 ln k),

ca = 1 + a2, cb = 1 + b2.

Другий доданок в ϕcurv(η, ζ), який ми назвали потенцiалом кривизни, мi-

стить в собi властивостi кривизни поверхнi тора. Дiйсно, всi коефiцiєнти ряду

(4.47) прагнуть до нуля в граничному випадку переходу до потенцiалу цилiн-

дра (r0 → 0) i ϕcurv → 0. Отже, внутрiшнiй потенцiал тора може бути

представлений як сума потенцiалу цилiндра i доданка, який мiстить в собi

гауссову кривизну поверхнi тора.

4.5 Зв’язок мiж потенцiалом тороїдальної оболонки
i гауссовою кривизною

Як вiдомо, зовнiшнiй потенцiал кулi строго дорiвнює потенцiалу матерiаль-

ної точки, розташованої в її центрi симетрiї. Цей результат був отриманий

ще Iсааком Ньютоном i вiдiграє дуже важливу роль в небеснiй механiцi, доз-

воляючи замiнювати потенцiали планет матерiальними точками, що значно

спростило задачi, пов’язанi з рухом небесних тiл. Таким чином, матерiаль-

на точка є еквiгравiтуючим елементом кулi. Реальнi об’єкти не є iдеальними

сферичними тiлами внаслiдок наявностi моменту: вiдцентровi сили призво-

дять до сплюснутої форми. Для потенцiалу елiпсоїда також можна поставити

питання про можливе iснування еквiгравiтуючих тiл. Потенцiал тривiсного

елiпсоїда не виражається через елементарнi функцiї i може бути записаний

через елiптичнi iнтеграли. Варто згадати задачу Ейлера про два нерухомих

центри. Це задача трьох тiл, де двi важкi маси нерухомi, а третя рухається

в створюваному ними гравiтацiйному полi. На перший погляд така задача

здається далекою вiд практичного застосування (класична задача трьох тiл

розглядається з урахуванням руху важких мас). Однак ця задача знайшла

вiдгук значно пiзнiше, в серединi двадцятого столiття. Рiч у тiм, що зов-

нiшнiй гравiтацiйний потенцiал сфероїда може бути замiнений потенцiалом
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двох матерiальних точок, розташованих в його головних фокусах [19]. При

цьому, в залежностi вiд того, чи є сфероїд сплюснутим або витягнутим, вiд-

стань мiж цими масами є дiйсною або уявною величиною. Даний результат

дозволяв значно спростити задачi, пов’язанi з динамiкою частинки в гравiта-

цiйному полi сфероїда i його навiть намагалися застосувати для розрахунку

траєкторiй супутникiв. Можливо, подiбний розв’язок iснує i для зовнiшнього

потенцiалу елiптичного тора, але еквiгравiтуючими тiлами тут можуть ви-

ступати два нескiнченно тонких кiльця, радiуси яких збiгаються з фокусами

перетину тора. Ця вiдповiднiсть виявляється неоднозначною, оскiльки кри-

визна поверхнi тора тут також ускладнює задачу, як i в випадку кругового

тора. Пошук елементiв, еквiгравiтуючих з тiлами, якi вiдiграють важливу

роль в небеснiй механiцi i астрофiзицi, є цiкавою i важливою задачею, яка

дозволить пролити свiтло на гравiтацiйнi властивостi цих об’єктiв. Також це

важливо для спрощення динамiчних задач, оскiльки це може означати зве-

дення рiвнянь до бiльш простих i можливостi отримання аналiтичних рiшень,

якi завжди важливi як критерiй або контроль для аналiзу бiльш складних

чисельних задач.

У попередньому роздiлi було показано, що внутрiшнiй потенцiал тора мож-

на виразити через складову, яка вiдображає нетривiальнi геометричнi особли-

востi поверхнi тора. Дiйсно, тор є незвичайним об’єктом, якщо порiвнювати

його з об’єктами, з якими в основному має справу астрофiзика, небесна ме-

ханiка (куля, елiпсоїд, диск). Основна особливiсть полягає в тому, що тор є

двозв’язним об’єктом, тобто, якщо ми виберемо на його поверхнi геодезич-

ну уздовж головної твiрної, то ми не можемо її нiяким чином стягнути в

точку. Двозв’язнiсть поверхнi тора проявляється дуже часто при аналiтич-

них дослiдженнях, оскiльки ми майже завжди приходимо до двох граничних

випадкiв, як, наприклад, в попереднiх роздiлах: граничний випадок нескiн-

ченно тонкого кiльця i цилiндра. Iншою особливою властивiстю поверхнi тора

є те1, що кривизна поверхнi змiнює знак при обходi по малому контуру. Це

означає, що тороїдальна поверхня мiстить в собi три типи геометрiї. Одне
Примiтка 1. Зауважимо, що також тут можна говорити i про скалярну кривизну, яка є згорткою тензора Рiччi. Гауссова
i скалярна кривизна вiдрiзняються рiвно вдвiчi i цей множник, являючись константою, не суттєвий в даному розглядi.
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з цiкавих питань – це "чи можливо виразити потенцiал тора через гауссову

кривизну його поверхнi?". На думку автора цiєї роботи, потенцiал тора пови-

нен мiстити в собi топологiчнi властивостi його поверхнi, а значить, можливо,

iснує вираз, який пов’язує потенцiал тора з потенцiалом нескiнченно тонкого

кiльця (або цилiндра) через гауссову кривизну. Така впевненiсть заснована

на теоремi Гаусса, де ми використовуємо потiк через поверхню. Теорема Гаус-

са приводить нас до рiвняння Пуассона, яке, для випадку тора, при переходi

до тороїдальних координат не дозволяє знайти аналiтичний розв’язок. Хоча

традицiйний спосiб (теорема Дiрiхле) не дає вiдповiдi на питання зв’язку мiж

потенцiалом i кривизною, ми спробуємо пiдiйти ближче до цього питання з

iншого боку, пропонуючи таку iдею. Розглянемо потенцiал тороїдальної обо-

лонки i подивимося розподiл потенцiалу на поверхнi за кутом в перетинi тора.

Якщо отриманий розподiл корелює з гауссовою кривизною поверхнi тора, то

це побiчно буде вказувати на iснуючий зв’язок мiж кривизною i потенцiалом.

Для реалiзацiї цiєї iдеї запишемо вирази для потенцiалу оболонки тора.

Очевидно, що для цього зручно перейти в систему координат, початок якої

пов’язаний з центром перетину оболонки тора, i змiннi iнтегрування вирази-

мо через полярнi координати в меридiональному перерiзi: η′ = r0 cos θ
′, ζ ′ =

r0 sin θ
′. Пiдставимо цi вирази в модуль елiптичного iнтеграла mr(θ

′; ρ, ζ; r0)

i потенцiал складеного кiльця φr(θ′; ρ, ζ; r0), якi для оболонки тора є функ-

цiями тiльки вiд однiєї змiнної iнтегрування (друга змiнна є константою, яка

дорiвнює геометричному параметру тора). Тодi, iнтегруючи по складовим

кiльцям,

ϕsurf
torus(ρ, ζ; r0) =

GM

π2r20R

� r0

0
r′dr′

� 2π

0
φr(θ

′; ρ, ζ; r0)dθ′ (4.48)

отримуємо остаточний вираз для потенцiалу тороїдальної оболонки

ϕsurf
torus(ρ, ζ; r0) =

GM

π2R

� 2π

0
φr(θ

′; ρ, ζ; r0)dθ′, (4.49)

де

φr(θ
′; ρ, ζ; r0) =

2(1 + r0 cos θ
′)√

(1 + r0 cos θ′ + ρ)2 + (ζ − r0 sin θ′)2
K(mr),

mr =
4ρ(1 + r0 cos θ

′)
(1 + r0 cos θ′ + ρ)2 + (ζ − r0 sin θ′)2

.
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Переходимо знову до полярних координат для змiнних в потенцiалi i вважа-

ючи r = r0 (значення потенцiалу на оболонцi), тобто η = r0 cos θ, ζ = r0 sin θ.

Тодi потенцiал оболонки для даного значення геометричного параметра ви-

ражаємо через кут: ϕsurf
torus(θ; r0).

Гауссова кривизна поверхнi тора має вигляд

K =
cos θ

R2r0(1 + r0 cos θ)
. (4.50)

Кут θ вiдраховуємо вiд позитивного напрямку осi η. Видно, що при −π/2 <
θ < π/2, тобто зовнiшня частина поверхнi тора, знак кривизни позитивний

k = sign(K) = +1. У цьому випадку головнi радiуси знаходяться по одну

сторону поверхнi, що i пояснює позитивне значення кривизни. При π/2 <

θ < 3π/2 кривизна набуває негативих значень (k = −1). У цьому випадку

головнi радiуси знаходяться по рiзнi боки поверхнi. I, вiдповiдно в двох точках

θ = π/2 та θ = 3π/2, значення K = 0. Таким чином, поверхня тора мiстить

три типи геометрiї.

Очевидно, що для порiвняння гауссової кривизни з потенцiалом необхiд-

но ввести нормуючi параметри, оскiльки природа цих характеристик рiзна,

рiзнi розмiрностi та iн. Введемо модифiковану кривизну Kmod, тобто лiнiйну

функцiю вiд кривизни

Kmod = c1KK + cK , (4.51)

де сталу cK знаходимо з нормування на значення потенцiалу в точцi, що

вiдповiдає куту π/2. Оскiльки K = 0 в цiй точцi, то значення функцiї F (0) =

φsurftorus(π/2; r0). Постiйну c1K визначимо через значення потенцiалу i кривизни

в точках θ = 0, π:

c1K =
ϕsurf
torus(0)− ϕsurf

torus(π)

K(0)−K(π)
. (4.52)

З рис. 4.7 видно, що поведiнка кривої потенцiалу оболонки тора узгоджуєть-

ся з поведiнкою функцiї кривизни. Невеликi вiдхилення присутнi при кутах

θ = 0, π. Точний збiг при кутах θ = π/2, 3π/2 пов’язаний з тим, що саме

в цих точках ми зшиваємо функцiї. Похибки для r0 = 0.1 не перевищують

0.12% (рис. 4.8). Iнтерес до пошуку зв’язку мiж потенцiалом тора i гауссовою

кривизною пов’язаний з тим, що при порiвняннi потенцiалу тора з потен-

цiалом нескiнченно тонкого кiльця необхiдно враховувати гауссову кривизну.
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Рис. 4.7. Залежнiсть потенцiалу оболонки тора (червона крива) i функцiї
кривизни (синя пунктирна) вiд кута в перетинi тора для випадку r0 = 0.1.
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Рис. 4.8. Вiдносна похибка при порiвняннi потенцiалу оболонки тора (черво-
на крива на рис. 4.7) i функцiї кривизни (синя пунктирна на рис. 4.7) для
випадку r0 = 0.1.

Ми порiвнювали потенцiал однорiдного тора з потенцiалом кiльця i бачили,

що однозначної вiдповiдностi, як у випадку з потенцiалом кулi i матерiальної

точки, не iснує. Це може бути пов’язано саме з тим, що гауссова кривизна

залежить вiд кута по перетину тора. А саме, можна припустити, що повна

вiдповiднiсть мiж потенцiалом нескiнченно тонкого кiльця i тором iснує для

неоднорiдного розподiлу речовини в об’ємi тора. Там, де кривизна позитивна,

маси має бути менше i, навпаки, там, де кривизна негативна — бiльше, що

можна врахувати не круговим перетином, а, наприклад, перетином у виглядi

овалу. При цьому гостра частина овалу повинна бути орiєнтована до центру
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симетрiї. З точки зору класичної теорiї потенцiалу було б дуже корисно знай-

ти вiдповiдь на питання: "Тору з яким розподiлом маси в його об’ємi (або з

якою формою перетину) в якостi еквiгравiтуючого об’єкта буде вiдповiдати

нескiнченно тонке кiльце?" Це досить непроста пошукова задача, вирiшен-

ня якої може бути важливо для розумiння гравiтацiйних властивостей тора.

Автор сподiвається, що ця задача зацiкавить майбутнiх дослiдникiв.

4.6 Спiльне зшивання внутрiшнього i зовнiшнього потенцiалiв на
поверхнi тора

Для задач, якi вимагають знання окремо зовнiшнього або внутрiшнього

потенцiалу, отриманих виразiв досить. Наприклад, рух частинки в зовнiш-

ньому потенцiалi тора можна описати, замiнюючи потенцiал тора потенцiа-

лом нескiнченно тонкого кiльця або його модифiкованим виразом (див. на-

ступний роздiл). Якщо нас цiкавить задача, яка пов’язана зi стiйкiстю тора

(роздiл 6) i для якої важливим є аналiз руху частинки всерединi його об’єму,

достатньо використовувати наближений вираз для внутрiшнього потенцiалу.

Як ми побачимо в наступних роздiлах, цi вирази дiйсно дозволяють отрима-

ти аналiтичнi розв’язки, якi, в свою чергу, допомагають зрозумiти результати

чисельного моделювання. Однак є задачi, де необхiдно використовувати по-

тенцiал у всiй областi, наприклад при аналiзi руху частинки, яка перетинає

область нестiйких орбiт i рухається в бiк тора. Якщо ми обмежуємось тiль-

ки наближенням нескiнченно тонкого кiльця, ми не можемо нiчого сказати

про подальший рух частинки, коли вона досягає поверхнi тора. Навпаки, ви-

користовуючи тiльки внутрiшнiй потенцiал, ми втрачаємо iнформацiю про

динамiку, коли частинка залишає об’єм тора. Тому становить iнтерес знайти

наближений вираз для потенцiалу тора, який буде працювати в усiй про-

сторовiй областi. Метод, який ми тут будемо використовувати, частково є

наслiдком теореми Дiрiхле про потенцiал тора, тобто умови, що зовнiшнiй i

внутрiшнiй потенцiал, а також його похiднi (компоненти сили) повиннi бути

рiвнi на границi об’ємного тiла.

У попереднiх роздiлах ми отримали наближенi вирази для потенцiалу тора

у зовнiшнiй (η2 + ζ2 ≥ r20) i внутрiшнiй (η2 + ζ2 ≤ r20) областях. Було показа-
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но, що внутрiшнiй потенцiал тора може бути представлений у виглядi ряду

за степенями η/r0, ζ/r0 i константою, при цьому були знайденi аналiтичнi

вирази для лiнiйних i квадратичних членiв. Для того, щоб знайти бiльше

членiв ряду, необхiдно представити внутрiшнiй потенцiал досить точно. Для

отримання наближеного розв’язку для потенцiалу i його похiдних у всiй об-

ластi ми будемо дiяти таким чином. Представимо внутрiшнiй потенцiал тора

у виглядi степеневого ряду:

φ(η, ζ; r0) =
1

2π

(
c(r0) +

∑
i=1

ai(r0)

(
η

r0

)i

+

+
∑
i=1

∑
j=1

tij(r0)

(
η

r0

)i( ζ
r0

)j

+
∑
j=1

bj(r0)

(
ζ

r0

)j
⎞
⎠ , (4.53)

де c(r0), ai(r0), bj(r0), tij(r0) — невiдомi коефiцiєнти. Ми будемо розглядати

тут безрозмiрний потенцiал. Для того, щоб перейти до розмiрного випадку,

необхiдно помножити на GM/R, як, наприклад, в (4.6). Зауважимо, що ряд

(4.53) мiстить тiльки члени з парними степенями по ζ, тому що потенцiал

тора симетричний по ζ.

Припустимо, що ми маємо аналiтичний вираз для потенцiалу тора

Ψ(η, ζ; r0) на його поверхнi (η2 + ζ2 = r20). Також запишемо внутрiшнiй по-

тенцiал тора (4.53) на його поверхнi (η = r0 cos θ i ζ = r0 sin θ):

φ(θ, r0) =
1

2π

(
c+
∑
i=1

ai cos
i θ +

+
∑
i=1

∑
j=1

tij cos
i θ sinj θ +

∑
j=1

bj sin
j θ

⎞
⎠ . (4.54)

З умови рiвностi внутрiшнього i зовнiшнього потенцiалу та його похiдних за

координатами на поверхнi тора для деяких кутiв θk отримуємо систему 3k
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лiнiйних рiвнянь для визначення коефiцiєнтiв c, ai, bj, tij:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

c+
∑
i=1

ai cos
i θk +

∑
i=1

∑
j=1

tij cos
i θk sin

j θk+

+
∑
j=1

bj sin
j θk = 2πΨ(θk, r0),

∑
i=1

i · ai cosi−1 θk +
∑
i=1

∑
j=1

i · tij cosi−1 θk sin
j θk =

= 2πr0
∂
∂ηΨ(θk, r0),

∑
j=1

j · bj sinj−1 θk +
∑
i=1

∑
j=1

j · tij cosi θk sinj−1 θk =

= 2πr0
∂
∂ζΨ(θk, r0).

(4.55)

Таким чином, якби ми мали аналiтичний розв’язок для зовнiшнього потенцiа-

лу тора, ми могли б отримати точний вираз для внутрiшнього потенцiалу у

виглядi нескiнченного ряду за степенями cos θk, sin θk, скориставшись гранич-

ними умовами i розв’язуючи систему рiвнянь (4.55). Оскiльки аналiтичного

розв’язку для зовнiшнього потенцiалу не iснує, ми можемо використовувати

наближений вираз, отриманий вище (4.20) для потенцiалу тора у зовнiшнiй

областi (S-наближення). Введемо позначення:

Φ =
∑
k

[φin(θk, r0)− φout(θk, r0)]
2 ,

Φ1 =
∑
k

(
∂
∂η [φin(θk, r0)− φout(θk, r0)]

)2
Φ2 =

∑
k

(
∂
∂ζ [φin(θk, r0)− φout(θk, r0)]

)2
,

де φin, φout — розв’язок для внутрiшнього (4.54) i зовнiшнього (4.20) потен-

цiалу на границi тора, вiдповiдно. Невiдомi коефiцiєнти ряду можуть бути

знайденi з умови мiнiмуму функцiонала

F = Φ+ Φ1 + Φ2 → min. (4.56)

Функцiонал (4.56), мiнiмiзований методом зворотних квадратiв, i коефiцiєнти

ряду (4.56) були отриманi аж до четвертої степенi.

Коефiцiєнти степеневого ряду до 4 степенi, отриманi шляхом зшивання

зовнiшнього i внутрiшнього потенцiалу для тора з рiзним геометричним па-

раметром r0 представленi в таблицi 4.1. Для отримання нульового члена ряду
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Таблиця 4.1. Коефiцiєнти степеневого ряду для внутрiшнього потенцiалу тора
для рiзних значень r0, отриманих методом зшивання.

Коеф. Геометричний параметр r0

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
a1 -0.33798 -0.53651 -0.68154 -0.79129 -0.87439 -0.93587 -0.97906 -1.00628 -1.01928
a2 -0.98002 -0.93543 -0.87773 -0.81171 -0.74107 -0.66865 -0.59677 -0.52739 -0.46224
b2 -1.00411 -1.01086 -1.01970 -1.02892 -1.03759 -1.04495 -1.05030 -1.05299 -1.05237
a3 0.02392 0.04364 0.05781 0.06608 0.06853 0.06550 0.05753 0.04525 0.02938
t12 0.02550 0.05329 0.08404 0.11791 0.15454 0.19323 0.23295 0.27238 0.30991
a4 -0.00182 -0.00785 -0.01610 -0.02576 -0.03580 -0.04535 -0.05371 -0.06036 -0.06495
b4 0.00061 0.00131 0.00308 0.00570 0.00922 0.01362 0.01880 0.02453 0.03045
t22 -0.00122 -0.00812 -0.01948 -0.03681 -0.06076 -0.09157 -0.12900 -0.17213 -0.21931

c ми використовували аналiтичний вираз (4.39). На рис. 4.9 суцiльною лiнiєю

Coeff.

r0

b2

a2a1

Рис. 4.9. Залежнiсть вiд r0 перших коефiцiєнтiв степеневого ряду внутрiш-
нього потенцiалу тора, якi отриманi методом зшивання.

показанi лiнiйний (a1) i квадратичнi (a2, b2) коефiцiєнти степеневого ряду як

функцiї вiд r0, якi отриманi аналiтично з (4.39); квадратами/точками показа-

нi значення цих коефiцiєнтiв, якi отриманi з умови зшивання (таблиця 4.1).

Видно, що значення аналiтичних коефiцiєнтiв добре узгоджуються з їх зна-

ченнями, отриманими незалежно методом зшивання з (4.54).

На рис. 4.10 показана залежнiсть потенцiалу тора вiд радiальної коорди-

нати у всiй областi, отримана по точному виразу (4.14), i його наближений

вираз, отриманий шляхом зшивання S-наближення (4.20) i внутрiшнього по-

тенцiалу, представленого у виглядi рядa (4.54). Хоча наближений розв’язок
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�

�
torus

r =
0

0.5

Рис. 4.10. Залежнiсть потенцiалу тора вiд ρ для r0 = 0.5 (ζ = 0). У всiй
областi: крива потенцiалу, отримана чисельно за точним виразом (4.14), по-
казана суцiльною кривою; пунктирна крива показує спiльне зшивання S-
наближення у зовнiшнiй областi (4.20) з внутрiшнiм потенцiалом, представ-
леним у виглядi степеневого ряду (4.54). Коефiцiєнти (таблиця 4.1) знайденi
з умови зшивання (4.56).

�

�

Рис. 4.11. Еквiпотенцiальнi кривi для тора з r0 = 0.5. Суцiльнi лiнiї знайденi
за точним виразом для потенцiалу; пунктирнi лiнiї вiдповiдають наближено-
му виразу зшитого потенцiалу. Цей рисунок вiдповiдає пiдпису в рис. 4.10.
Перетин тора показан кругом сiрого кольору.
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отримано в припущеннi тонкого тора r0 � 1, ми можемо бачити, що чисельнi

значення потенцiалу, якi отриманi по точному (4.14) i наближеному виразам,

досить добре збiгаються i для випадку тора з r0 = 0.5. На рис. 4.11 показа-

нi еквiпотенцiальнi кривi в меридiональнiй площинi тора, якi досить добре

узгоджуються для всiх значень ρ, ζ.

4.7 Потенцiал тора з елiптичним перетином

Розглянемо тор з елiптичним перетином i з однорiдним розподiлом густини

та знайдемо потенцiал елiптичного тора в межах нашого пiдходу, тобто скла-

даємо тор з нескiнченно тонких кiлець. Рiвняння перетину тора задається

рiвнянням елiпса в меридiональнiй площинi:
x2

R2
0

+
z2

α2R2
0

= 1, (4.57)

де елiптичнiстi перетину α = b/a, a = R0, b = αa = αR0 — велика i мала пiвосi

елiпса, вiдповiдно. Перейдемо, як i в попереднiх роздiлах до безрозмiрних

координат: η = x/R, ζ = z/R. Тодi рiвняння перетину має вигляд

η2

r20
+

ζ2

α2r20
= 1, (4.58)

i межi iнтегрування по ζ ′ визначаються з (4.58) як ζ ′ = ±α√r20 − η′2. Тодi

потенцiал тора з елiптичним перетином має вигляд

ϕell
torus =

GM

απ2r20R

� r0

−r0

� α
√

r20−η′2

−α
√

r20−η′2
dη′dζ ′φr(η, ζ; η′, ζ ′). (4.59)

З рис.4.12 видно, що максимум кривих потенцiалу для елiптичного тора

в екваторiальнiй площинi вище, нiж для випадку кругового тора. При цьо-

му на границi тора розбiжнiсть потенцiалу елiптичного тора з потенцiалом

нескiнченно тонкого кiльця iстотна, в порiвняннi з випадком кругового то-

ра. При збiльшеннi координати ζ максимум потенцiалу елiптичного тора стає

меншим, нiж кругового (рис.4.13). Це пов’язано з тим, що в разi елiптично-

го тора, з урахуванням рiвномiрного розподiлу густини в його об’ємi, маса

бiльш зосереджена в екваторiальнiй площинi i, вiдповiдно, гравiтацiйнi сили

значнiшi саме в цiй площинi симетрiї. Те, що нескiнченно тонке кiльце з хоро-

шою точнiстю є еквiгравiтуючим елементом кругового тора, може наводити
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Рис. 4.12. Злiва: потенцiал тора з елiптичним перетином з α = 0.8, 0.6, 0.4
i r0 = 0.2 для випадку ζ = 0 (суцiльнi чорнi кривi). Тор з круговим пере-
тином α = 1 показаний червоною лiнiєю. Синя пунктирна лiнiя вiдповiдає
потенцiалу нескiнченно тонкого кiльця. Справа: вiдповiднi перетини тора.

Рис. 4.13. Потенцiал тора з елiптичним перетином з α = 0.8, 0.6, 0.4 i r0 = 0.2
для випадку ζ = 0.2 (суцiльнi чорнi кривi). Тор з круговим перетином α =
1 показаний червоною лiнiєю. Синя пунктирна лiнiя вiдповiдає потенцiалу
нескiнченно тонкого кiльця.

на думку, що потенцiал елiптичного тора також можна замiнити потенцiалом

двох нескiнченно тонких кiлець, великi радiуси яких збiгаються з фокусами

його перетину (див. обговорення в пiдроздiлi 4.5). Автором були проведенi по-
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переднi розрахунки зi спробою перевiрити цю iдею для випадку однорiдного

елiптичного тору, однак ця задача виявилась складною. Абсолютної вiдпо-

вiдностi немає, але також як i для випадку кругового тора, можна знайти

наближенi вирази через потенцiал двох нескiнченно тонких кiлець. Знову ж,

вiдсутнiсть однозначностi мiж двома кiльцями i елiптичним тором може бути

пов’язана з гауссовою кривизною його поверхнi. Також, як i у випадку кру-

гового тора, тут необхiдне як урахування неоднорiдного розподiлу густини

так i кривизни поверхнi.
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ВИСНОВКИ ДО РОЗДIЛУ 4

Отримано новий вираз для гравiтацiйного потенцiалу однорiдного кругово-

го тора в довiльнiй точцi. Показано, що зовнiшнiй потенцiал тора з хорошою

точнiстю вiдповiдає потенцiалу нескiнченно тонкого кiльця тiєї ж маси, що

проходить через центр перетину тора. Цей результат демонструє аналогiю з

вiдомим результатом для зовнiшнього потенцiалу кулi i потенцiалу матерiаль-

ної точки. Отримано наближенi вирази для зовнiшнього потенцiалу тора в

залежностi вiд його геометричного параметра.

Дослiджено поведiнку гравiтацiйного потенцiалу у внутрiшнiй областi од-

норiдного кругового тора (всерединi об’єму). Отримано наближений вираз

для внутрiшнього потенцiалу тора. Показано, що внутрiшнiй потенцiал тора

може бути представлений у виглядi потенцiалу цилiндра i потенцiалу кри-

визни, який мiстить в собi геометричнi властивостi поверхнi тора. Показано,

що iснує кореляцiя мiж поведiнкою внутрiшнього потенцiалу тора i гауссовою

кривизною.

Отримано наближений вираз для потенцiалу тора у всiй областi шляхом

зшивання внутрiшнього i зовнiшнього потенцiалу на границi. Цей вираз знач-

но простiше iнтегрального i дозволяє отримати аналiтичний розв’язок для

динамiки в системах з тороїдальними (кiльцевими) структурами.

Основнi положення цього роздiлу викладенi у публiкацiях автора [15, 16,

17, 79, 81, 95].
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РОЗДIЛ 5

ДИНАМIКА В ЗОВНIШНЬОМУ ГРАВIТАЦIЙНОМУ
ПОТЕНЦIАЛI ТОРА IЗ ЗАСТОСУВАННЯМ ДО КIЛЬЦЕВИХ

ГАЛАКТИК

У попередньому роздiлi ми детально дослiдили гравiтацiйний потенцiал то-

ра i отримали наближенi вирази, якi дозволяють значно спростити розв’язок

задач, пов’язаних з динамiкою. Такi задачi дiйсно є актуальними, оскiльки

в багатьох астрофiзичних об’єктах спостерiгаються подiбнi структури: про-

топланетнi товстi диски, затiняючi тори в АЯГ, кiльцевi галактики та iн. У

цьому роздiлi ми дослiджуємо динамiку пробної частинки в гравiтацiйному

полi тора при наявностi центральної маси, яка представляє особливий iнтерес

для кiльцевих галактик, до яких ми безпосередньо i будемо застосувати отри-

манi результати. Дiйсно, в кiльцевих галактиках маса кiльця зореутворення

порiвнянна з масою центральної галактики i, отже, гравiтацiйне поле з боку

кiльця може вiдiгравати суттєву роль в розподiлi речовини в цих об’єктах.

З геометричної точки зору кiльце є окремим випадком тора, коли його

малий радiус набагато менше великого (тонкий тор). При дослiдженнi дина-

мiки в зовнiшньому потенцiалi тора (кiльця) щодо протопланетних товстих

дискiв, Дж.Вудвард [241] замiнив потенцiал тора потенцiалом нескiнченно

тонкого кiльця, оскiльки його потенцiал дiйсно прагне до потенцiалу кiль-

ця на великих вiдстанях. Результат нашого дослiдження показав (попереднiй

роздiл 4), що таке наближення можна використовувати аж до поверхнi тора

i це робить задачу бiльш точною. При необхiдностi врахувати бiльш тонкi

ефекти можна використовувати отриманi нами наближенi вирази, що може

бути важливим на наступних етапах, при введеннi в дiю телескопiв нового

поколiння, здатних отримувати бiльш детальну iнформацiю про динамiку в

кiльцевих галактиках.

В цьому роздiлi, спираючись на результати попереднього роздiлу, ми де-

тально дослiджуємо рух пробної частинки в зовнiшньому та внутрiшньому

гравiтацiйному полi тора при наявностi центральний маси. Ми побачимо,

що дана гравiтуюча система виявляє цiкавi властивостi, такi як iснування
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окружностi Лагранжа, остання нестiйка кругова орбiта, область iснування

некругових орбiт. Безумовно, цi особливостi в динамiцi будуть вiдображати-

ся на спостережуваному розподiлi випромiнювання. Зокрема, як ми побачимо

нижче, отриманi результати можуть пояснювати наявнiсть зони бiльш низь-

кої яскравостi для кiльцевих галактик типу об’єкта Хога.

5.1 Окружнiсть Лагранжа

Розглянемо рух пробної частинки в зовнiшньому гравiтацiйному полi од-

норiдного кругового тора i центральної маси (рис. 5.1). Гравiтацiйнi сили з

боку центральної маси i тора дiють в протилежних напрямках таким чином,

що рiвновага досягається на деякiй вiдстанi в площинi симетрiї. За аналогiєю

з точкою Лагранжа L1 в задачi трьох тiл, ми будемо називати "окружнiсть

Лагранжа" геометричне мiсце точок, де реалiзовується баланс мiж силами

з боку центральної маси i тором. Очевидно, що окружнiсть Лагранжа – це

область нестiйкої рiвноваги. Невелике збурення визначає долю частинки, яка

або буде захоплена центральною масою або пiде на тор. Для того, щоб знай-

ти радiус окружностi Лагранжа, необхiдно знайти вирази для гравiтацiйної

сили з боку тора Ftorus,ρ = ∂ϕtorus/∂ρ.

R

x

z

R0

M
0

y

Рис. 5.1. Схема тора c центральною масою. Масивна окружнiсть позначена
пунктирною лiнiєю.

В попередньому роздiлi ми отримали наближений вираз для зовнiшнього

потенцiалу, який значно спрощує дослiдження даної задачi. З наближено-

го виразу для зовнiшнього потенцiалу ми бачимо, що при ζ = 0 множник

у виразi (4.23) пропорцiйний r20/8 i не залежить вiд радiальної вiдстанi. Це

означає, що ми можемо замiнити потенцiал тора потенцiалом нескiнченно
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тонкого кiльця аж до поверхнi тора, особливо для розглянутого випадку тон-

кого тора: ϕtorus ≈ ϕmc. Радiальна компонента гравiтацiйної сили з боку тора

вiдрiзняється вiд нескiнченно тонкого кiльця незначно: максимальне вiдхи-

лення �f = 100% × (1 − f1/f2), менш нiж 6% для випадку тонкого тора

(рис. 5.2). У всiх наступних рисунках ми позначаємо вiдмiннiсть мiж кривою

та її апроксимацiєю як �f = 100%× (1− f1/f2).

F
�
F(
%
)

�

(1)

(2)

(1)(2)

Рис. 5.2. Верхня панель: залежнiсть радiальної компоненти гравiтацiйної си-
ли (ζ = 0) для масивної окружностi з масою Mmc = 1 (червона крива) i для
однорiдного кругового тора (суцiльна крива) тiєї ж маси для наступних па-
раметрiв: 1) r0 = 0.1, 2) r0 = 0.3. Нижня панель: вiдносна вiдмiннiсть мiж
Ftorus та Fmc. Тут ми також використовуємо систему одиниць G = 1, R = 1.

Радiальна компонента сили, що дiє з боку масивної окружностi Fmc,ρ =

∂ϕmc/∂ρ, пiсля деяких перетворень має вигляд

Fmc,ρ =
GMmc

πR2

√
m

ρ

1

4ρ(1−m)
×

[(2−m(ρ+ 1))E(m)− 2(1−m)K(m)] . (5.1)

Зазначимо, що в цьому роздiлi ми використовуємо поняття масивної окруж-

ностi яке тотожно поняттю масивного нескiнченно тонкого кiльця (див.

роздiл 4). На рис. 5.2 показана залежнiсть радiальної компоненти гравiтацiй-

ної сили масивної окружностi, яка чисельно отримана по (5.1), сили з боку
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центральної маси (F0 = GM0/ρ
2) та їх суми для випадку ζ = 0, M0 = Mmc i

R = 1.

MC
M0
Sum

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
�10

�5

0

5

10

Ρ

F

Рис. 5.3. Залежнiсть радiальної компоненти гравiтацiйної сили масивної
окружностi (довга пунктирна крива), вiд центральної маси (коротка пунк-
тирна крива) i вiд їх суми (суцiльна крива) в площинi масивної окружностi
для M0 =Mmc.

Рис. 5.4. Верхня панель: залежнiсть радiусу окружностi Лагранжа вiд вiдно-
шення центральної маси до маси масивної окружностi, якi отриманi чисель-
ним розв’язком рiвняння (5.7) (червона суцiльна крива) i по наближеному
виразу (5.11) (синя пунктирна крива). Нижня панель: вiдносна вiдмiннiсть
мiж двома кривими.

Таким чином, радiус окружностi Лагранжа ρL задовольняє умовi |F0,ρ| =
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|Fmc,ρ|. З огляду на (5.1), отримуємо

ρL
1− ρL

E(mL)− ρL
1 + ρL

K(mL) = qπ, (5.2)

де q = M0/Mmc. Цей вираз було отримано незалежно i збiгається з отрима-

ним в [241]. Постараємося спростити його для подальшого використання в

динамiцi. Оскiльки рiвняння справедливо в екваторiальнiй площинi симетрiї

ζ = 0, параметр елiптичних iнтегралiв mL = 4ρL/(ρL + 1)2. Рiвняння (5.2)

для M0 = 0 має тривiальний розв’язок ρL = 0; в цьому випадку окружнiсть

Лагранжа вироджується в точку, яка збiгається з центром масивної окружно-

стi. Для випадку M0 �Mmc радiус окружностi Лагранжа прагне до радiуса

масивної окружностi. На рисунку 5.4 (суцiльна крива) показано чисельний

розв’язок рiвняння (5.2) для рiзних значень вiдношення центральної маси до

маси масивної окружностi q. Рух навколо центральної маси може iснувати

в областi ρ < ρL. В областi мiж окружнiстю Лагранжа i масивною окруж-

нiстю, де ρL < ρ < 1, частинка буде падати на масивну окружнiсть (в разi

руху частинки в площинi симетрiї кiльця).

Можна отримати бiльш простi вирази для потенцiалу масивної окружностi

i, вiдповiдно, для радiальної компоненти сили для випадку ζ = 0, використо-

вуючи спiввiдношення для елiптичних iнтегралiв [26] (стор. 922, пункт 8.126):

K

(
2
√
ρ

ρ+ 1

)
= (1 + ρ)K(ρ), (5.3)

E

(
2
√
ρ

ρ+ 1

)
=

1

1 + ρ

[
2E(ρ)− (1− ρ2)K(ρ)

]
. (5.4)

Для зручностi ми будемо використовувати модуль k ≡ √
m в елiптичних iнте-

гралах (5.3) i (5.4). Тодi, враховуючи (5.3), ми перепишемо потенцiал масивної

окружностi (4.6) в екваторiальнiй площинi при ρ < 1 як

ϕmc(ρ) =
2GMmc

πR
K(ρ) (5.5)

i, вiдповiдно, радiальну компоненту гравiтацiйної сили (5.1) для ζ = 0 як

Fmc(ρ) =
2GMmc

πR2

1

ρ(1− ρ2)

[
E(ρ)− (1− ρ2)K(ρ)

]
. (5.6)

З огляду на вираз (5.6), рiвняння (5.2) для радiуса окружностi Лагранжа
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спрощується i має вигляд

ρL
1− ρ2L

E(ρL)− ρLK(ρL) = q
π

2
, (5.7)

яке вiдповiдає спiввiдношенню в [241]. Це рiвняння може бути вирiшено

аналiтично тiльки для одного значення вiдношення мас за допомогою спiввiд-

ношень [26]

K

(√
2

2

)
=

Γ(1/4)2

4
√
π

; E

(√
2

2

)
=

π3/2

Γ(1/4)2
+

Γ(1/4)2

8
√
π

.

Тодi для ρL =
√
2/2 розв’язок рiвняння (5.7) дає таке значення вiдношення

мас: q ≡M0/Mmc = 2
√
2πΓ(1/4)−2 ≈ 0.38.

5.2 Наближений розв’язок для потенцiалу матерiальної
окружностi i радiус окружностi Лагранжа

Сконструюємо тут наближений вираз потенцiалу масивної окружностi

ρ < 1, який дозволить нам отримати аналiтичний розв’язок для радiуса

окружностi Лагранжа. При ρ→ 0, K(0) → π/2 i

ϕmc|ρ→0 ≈
GMmc

R
.

При ρ→ 1, m→ 1,

K(m) → ln
4√

1−m
= ln

4(1 + ρ)

1− ρ
≈ ln

8

1− ρ

i

ϕmc|ρ→1 ≈
GMmc

πR
ln

8

1− ρ
.

Зшиваючи цi два граничних випадки, ми отримуємо хорошу апроксимацiю

для потенцiалу

ϕmc(ρ) ≈ GMmc

R

[
1− 1

π
(ρ+ ln(1− ρ))

]
, (5.8)

i для радiальної компоненти гравiтацiйної сили:

Fmc,ρ(ρ) ≈ GMmc

πR2

ρ

1− ρ
, (5.9)

яка набагато простiше, нiж вираз (5.6).
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Рис. 5.5. Верхня панель: залежнiсть потенцiалу i радiальної компоненти
гравiтацiйної сили для масивної окружностi для випадку M0 = Mmc. Су-
цiльна крива вiдповiдає точним виразам (5.5), (5.6) i пунктирнi кривi — наб-
лиженим виразам (5.8), (5.9). Нижня панель: вiдноснi вiдмiнностi мiж двома
цими кривими.

На рисунку 5.5 показанi крива потенцiалу масивної окружностi i радiаль-

ної компоненти сили, якi отриманi по точним виразам (5.5) i (5.6) i по на-

ближеним виразам (5.8) i (5.9). Наближений вираз для потенцiалу працює

з хорошою точнiстю у всiй розглянутiй областi (ρ < 1). Така точнiсть не

зберiгається для градiєнта. Однак iснує хороша вiдповiднiсть мiж точним i

наближеним виразами для сили в областi ρ � 0, яка представляє iнтерес

для нашої задачi. Врiвноважуючи гравiтацiйнi сили з боку центральної ма-

си та з боку масивної окружностi, використовуючи наближений вираз (5.9),

отримуємо рiвняння для радiуса окружностi Лагранжа:

ρ3L − qπ(1− ρL) = 0. (5.10)

Це рiвняння дозволяє отримати аналiтичний розв’язок для радiуса окружно-

стi Лагранжа

ρL =
π1/3(21/3s2 − 2q(3π)1/3)

62/3s
, (5.11)

де

s = (9q +
√
3q
√
27 + 4πq)1/3.

З рисунка 5.4 видно, що iснує хороша вiдповiднiсть мiж чисельним

розв’язком точного рiвняння для окружностi Лагранжа (5.7) i розв’язком,

отриманим по наближеному виразу (5.11).
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5.3 Рух в екваторiальнiй площинi матерiальної окружностi.
Остання стiйка орбiта (OSCO).

Розглянемо проблему iснування фiнiтних i, зокрема, кругових орбiт для

частинки, що рухається в екваторiальнiй площинi пiд дiєю гравiтацiйних сил з

боку центральної маси i масивної окружностi. Ця задача є окремим випадком

руху частинки в осесиметричному потенцiалi [101, 193], вiдрiзняючись тим,

що гравiтацiйнi сили вiд цих двох притягуючих об’єктiв дiють в протилежних

напрямках. Ефективний потенцiал для такої системи має вигляд

Ueff = U0 + Umc +
I2

2R2ρ2
, (5.12)

де U0 = −GM0/(Rρ) i Umc = −ϕmc – потенцiальнi енергiї центральної маси i

масивної окружностi i I = Iζ – кутовий момент частинки на одиницю маси.

OSCO
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U
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Рис. 5.6. Радiальна залежнiсть ефективного потенцiалу для рiзних значень
кутового моменту: I = 0.45, 0.5, 0.6, 0.702, 0.77 i M0 =Mmc. Екстремуми Ueff

показанi чорними точками; жирна крива вiдповiдає I = Iosco = 0.702.

Для малих значень кутового моменту ефективний потенцiал Ueff має два

екстремуми: мiнiмум, який вiдповiдає стiйкiй круговiй орбiтi, i максимум,

який вiдповiдає нестiйкiй круговiй орбiтi (рис. 5.6). При збiльшеннi значен-

ня моменту мiнiмум змiщується в область великих ρ, а максимум в область

менших значень ρ. При деякому граничному значеннi кутового моменту мiнi-

мум i максимум зливаються один з одним в одну точку. Ця точка вiдповiдає
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максимально можливому радiусу стiйкої кругової орбiти. Загалом, така по-

ведiнка Ueff подiбна до випадку руху матерiальної точки навколо чорної дiри

[66, 41, 232]. Дiйсно, в релятивiстському випадку ефективний потенцiал (в

системi одиниць G = c = 1) має вигляд

U rel
eff =

√(
1− 2M

r

)(
1 +

I2

r2

)
.

Цей потенцiал має також два екстремуми: максимум на менших радiусах

i мiнiмум на великих. При збiльшеннi кутового моменту екстремуми ефек-

тивного потенцiалу зливаються один з одним в одну точку, яка вiдповiдає

останнiй можливiй стiйкiй круговiй орбiтi (рис. 5.7 - пор. з рис. 2 в [232]).

Рис. 5.7. Залежнiсть ефективного потенцiалу вiд вiдстанi для релятивiстсь-
кого випадку метрики Шварцшильда. Рiзнi кривi вiдповiдають рiзним зна-
ченням моменту частинки. Зафарбованi кола вiдповiдають стiйким i неза-
фарбованi — нестiйким круговим орбiтам, вiдповiдно. Остання стiйка орбiта
позначена як ISCO — the innermost stable circular orbit. Рисунок взятий з
огляду [232].

Ця орбiта називається внутрiшньою стiйкою круговою орбiтою (the

innermost stable circular orbit = ISCO), тому що стабiльнi круговi орбiти iс-

нують1 поза ISCO. Для метрики Шварцшильда радiус ISCO дорiвнює 3rg,

де rg = 2GM/c2 — радiус Шварцшильда. У разi потенцiалу, розглянуто-

го тут, ситуацiя аналогiчна релятивiстському випадку. При цьому розташу-

вання стiйких i нестiйких кругових орбiт протилежна: стiйкi круговi орбiти
Примiтка 1. Зауважимо, що в спецiальному випадку розв’язок рiвняння Ейнштейна при наявностi лiнiйного масивно-
го скалярного поля допускає також нетривiальну поведiнку ефективного потенцiалу [227], яке схоже на розглянутий тут
випадок з кiльцем в рамках класичної механiки.
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розташованi всерединi останньої стiйкої кругової орбiти. За аналогiєю з реля-

тивiстським випадком ми будемо називати цю орбiту "останньої зовнiшньою

стiйкою круговою орбiтою"( "the outermost stable circular orbit = OSCO") .

Екстремуми ефективного потенцiалу ∂Ueff/∂ρ приводять до наступного рiв-

няння:

I2 = W (ρ), (5.13)

де

W (ρ) = ρ+
1

qπ

ρ2

ρ2 − 1
[(ρ+ 1)E(m) + (ρ− 1)K(m)] =

= ρ+
1

qπ
2ρ2
[
K(ρ)− E(ρ)

1− ρ2

]
. (5.14)

Для того, щоб розв’язати рiвняння (5.13), ми використовуємо наближений

вираз (5.8) для масивної окружностi, справедливе у внутрiшнiй областi ρ < 1:

W (ρ) ≈ ρ+
ρ3

qπ

(
1− 1

1− ρ

)
. (5.15)

Графiчний розв’язок рiвняння (5.13) на рис. 5.8 (товстi кривi) показує об-

ласть радiусiв, для яких iснують круговi орбiти. Для одних i тих же значень

I < Iosco iснують два розв’язки для ρ, якi вiдповiдають iснуванню стiйких

кругових орбiт (малi ρ) i нестiйких кругових орбiт (великi ρ).
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q�3
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Рис. 5.8. Графiчний розв’язок рiвняння (5.13) з урахуванням точного виразу
(5.14) (суцiльнi кривi) i апроксимацiї (5.15) (пунктирнi кривi) для I = 0.3 i
рiзних значень вiдношення маси ядра до маси окружностi q = 0.3, 1, 3. Жирнi
кривi вiдповiдають областi, де iснують стабiльнi круговi орбiти.
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Таким чином, максимально можливе значення кутового моменту Iosco

роздiляє двi областi iснування стiйких кругових орбiт i точок нестiйкої рiв-

новаги. Рiвняння для OSCO може бути отримано з умови ∂W (ρ)/∂ρ = 0 з

урахуванням (5.15):

3ρ4osco − 4ρ3osco + πq(1− ρosco)
2 = 0. (5.16)

Це рiвняння має два дiйсних коренi, один з яких задовольняє умовi ρ < 1.

Наприклад, радiус OSCO для q = 1 дорiвнює ρosco ≈ 0.606 з чисельного

розв’язку рiвняння (5.16) i кутовий момент OSCO Iosco ≈ 0.703 з рiвняння

(5.13). На рис. 5.9 показанi спiльно залежностi радiусiв OSCO i окружно-

стi Лагранжа вiд вiдношення маси ядра до маси масивної окружностi. Ми

LC

OSCO
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Рис. 5.9. Залежнiсть радiусу OSCO i окружностi Лагранжа вiд спiввiдношен-
ня мас ядр та-масивного кiльца. Сiра область позначає область, де стiйкi
орбiти не iснують.

можемо перевiрити зникнення стiйкої кругової орбiти, розв’язуючи рiвняння

руху

�̈ρ = −GM0

R3
�ρ

[
1

(ρ2 + ζ2)3/2
− f(ρ, ζ)

πq ρ5/2

]
, (5.17)

ζ̈ = −GM0

R3
ζ

[
1

(ρ2 + ζ2)3/2
+

1

πq

√
m

ρ

E(m)

(ρ− 1)2 + ζ2

]
, (5.18)

де

f(ρ, ζ) =

√
m

4(1−m)
[(2−m(ρ+ 1))E(m)− 2(1−m)K(m)] ,
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координати ζ, �ρ = (x, y) параметризованi на радiус кiльця R; параметр m

елiптичних iнтегралiв визначається виразом (4.9).
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Рис. 5.10. Ефективний потенцiал (лiва колонка) i орбiта пробної частинки
(середня, права колонка) в екваторiальнiй площинi кiльця для M0 = Mmc.
Початковi умови: a) I = 0.5, ρ0 = 0.252, ρ0 = 0.779; b) I = 0.5, ρ0 = 0.252,
ρ0 = 0.606; c) I = 0.702, ρ0 = 0.593, ρ0 = 0.623157; d) I = 0.702, Vρ(0) = 1.295,
ρ0 = 0.623220. Початкове положення пробної частинки на орбiтi вiдзначе-
но хрестиком. Суцiльне червоне, пунктирне червоне i пунктирне синє кола
представляють масивну окружнiсть, окружнiсть Лагранжа i останню стiйку
орбiту (OSCO), вiдповiдно.
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У полярних координатах (ρ, ψ) рiвняння руху в екваторiальнiй площинi

мають вигляд

ρ̈− ρψ̇2 = −GM0

R3ρ2

[
1− 1

πq

√
ρf(ρ, 0)

]
, (5.19)

ψ̇ρ2R2 = I. (5.20)

На рис. 5.10 показанi приклади орбiт з рiзними початковими умовами. При

I < Iosco ефективний потенцiал має мiнiмум min(Ueff), який вiдповiдає стiй-

ким круговим орбiтам (рис. 5.10 a, b, c; середнi колонки). Нестiйка рiв-

новага реалiзується при Etotal = max(Ueff) i в цьому випадку частинка

рухається по обмеженiй прецесуючiй орбiтi типу "розетка" (рис. 5.10 a;

правi колонки). Екстремум Ueff знайдений розв’язком рiвняння (5.13). Якщо

Etotal < max(Ueff), iснують обмежено прецесуючi орбiти в потенцiальнiй ямi

i також рух у напрямку до масивної окружностi (рис. 5.10 b; середнi, правi

колонки). При I → Iosco екстремум Ueff замивається i радiус стiйкої круго-

вої орбiти прагне до ρosco (рис. 5.10 c; середня колонка). В цьому випадку

при Etotal = max(Ueff) орбiта прецесує поблизу ρosco (рис. 5.10 c; права ко-

лонка). Оскiльки екстремуми знаходяться близько один до одного, невелике

вiдхилення вiд початкових умов Etotal > max(Ueff) призводить до зростання

радiусу орбiти i до руху частинки у напрямку до масивного кола (рис. 5.10 d;

права колонка). Якщо I > Iosco орбiти навколо центральної маси не iсну-

ють i частинка завжди рухається у напрямку до масивної окружностi, як на

рис. 5.10 d (середня колонка).

Область ρosco < ρ < ρL, в якiй неможливе iснування стiйких кругових орбiт,

є результатом конкуренцiї мiж гравiтацiйними силами з боку центральної ма-

си i кiльця, якi дiють у протилежних напрямках. Сталий круговий рух може

iснувати тiльки в межах границi OSCO. В об’єктах, де присутнє масивне кiль-

це, зоряна речовина може вимiтатись з областi ρ > ρosco. Цi процеси повиннi

приводити до очищення цiєї областi i до формування щiлини в розподiлi ре-

човини. Така щiлина може пояснювати спостережуваний мiнiмум в розподiлi

речовини мiж центральним ядром i зоряним кiльцем в таких об’єктах, як

об’єкт Хога (див. роздiл 1.2).
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5.4 Рух частинки в меридiональнiй площинi
матерiальної окружностi

Рух пробної частинки в гравiтацiйному полi масивної окружностi i цен-

тральної маси може здiйснюватися по таким замкнутим траєкторiям, якi

наведенi на рис. 5.11. В такому гравiтацiйному полi ми виявили два типи

замкнутих траєкторiй, обидвi з яких обвивають центральну масу i масивну

окружнiсть (рис. 5.11 a, b). Траєкторiя типу "вiсiмки" (рис. 5.11 a) подiбна

замкнутої траєкторiї в гравiтацiйному полi тiльки масивного кiльця [21].

a) b)

c) d)

�
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Рис. 5.11. Замкнутi траєкторiї пробної частинки в меридiональнiй площинi
масивної окружностi для M0 = Mmc i початкових умов: ζ0 = 0, Vρ(0) = 0,
a) ρ0 = 1.1, Vζ(0) = 0.392, b)ρ0 = 1.21, Vζ(0) = 0.3924, c) ρ0 = 0.95, Vζ(0) =
0.145, d) ρ0 = 2.5, Vζ(0) = 0.905. Центральна маса розташована в точцi (0,0)
i координати масивної окружностi (±1, 0).

У разi окремої масивної окружностi без центральної маси, частинка ру-

хається по вiсiмцi з точкою перетину, що збiгається з геометричним цен-

тром кiльця. Складнiша замкнута траєкторiя показана на рис. 5.11 b. Ми

будемо називати такий тип траєкторiї "риба". Iнша замкнута траєкторiя з

формою "трилисника" знаходиться поблизу масивної окружностi i показана
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на рис. 5.11 c. Чисельне моделювання показує, що цi орбiти стiйкi на три-

валому часовому iнтервалi. Подiбнi траєкторiї iснують тiльки в такому типi

гравiтацiйного осесиметричного потенцiалу, де сили дiють у протилежних на-

прямках. Крiм того, при зростаннi вiдстанi вiд кiльця (в початкових умовах)

потенцiал такої системи прагне до потенцiалу матерiальної точки i орбiта ча-

стинки прагне до кругової навколо всiєї системи (рис. 5.11 d). Нетривiальнi

замкнутi траєкторiї можуть означати iснування третього iнтеграла в системi

з таким потенцiалом (див., наприклад, [154, 101]).

a) b)

c) d)
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Рис. 5.12. Регулярнi орбiти пробної частинки в гравiтацiйному полi централь-
ної маси i масивного кiльця для M0 = Mmc i початкових умов: ζ0 = 0,
Vρ(0) = 0, a) ρ0 = 1.11, Vζ(0) = 0.392, b) ρ0 = 1.12, Vζ(0) = 0.392, c)
ρ0 = 0.5, ζ0 = 0.7, Vζ(0) = 0, d) ρ0 = 0.6, ζ0 = 0.3,Vζ(0) = 0. Центральна
маса розташована в точцi (0,0) i координати масивної окружностi (±1, 0).

Замкненi орбiти є особливим випадком. Найбiльш частi орбiти — це неза-

мкнутi регулярнi орбiти (рис.5.12), якi є типовими для осесиметричного по-

тенцiалу. Обмежено регулярнi орбiти навколо центральної маси i масивної

окружностi показанi на рис. 5.12 a, b 1. Це дифузна орбiта типу вiсiмки

(рис. 5.12 a), що отримана для початкових умов, якi слабо вiдрiзняються

вiд умов, вiдповiдних рис.5.11 a. Зростання початкового значення координа-
Примiтка 1. Зауважимо, що деякi з регулярних траєкторiй були обчисленi нами ранiше в [5].
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Рис. 5.13. Перетин Пуанкаре для початкових умов:M0 =Mmc, ζ0 = 0, Vζ(0) =
0.392, ρ0 = 1.1− i · 0.012, i = 0, .., 5. Верхнi панелi: Etotal = −2.17606; нижнi
панелi: Etotal = −2.12.

ти частинки призводить до змiни форми траєкторiї, яка має вже тип "хвiст

ластiвки" (рис. 5.12 b). Назва такої орбiти була введена в роботi [21], де до-

слiджувався рух частинки в гравiтацiйному полi нескiнченно тонкого кiльця

за вiдсутностi центральної маси. Як ми бачимо, наявнiсть центральної маси

також дозволяє iснування такого типу орбiт. Iнший тип регулярних орбiт —

тип "чашка" , яка обвиває тiльки центральну масу, показана на рис. 5.12 c.

Якщо початковi умови ζ-координати зменшуються, тодi чашка повертаєть-

ся на кут π/2 (рис. 5.12 d). Дiйсно, в цьому випадку iснує iстотний вплив

гравiтацiйних сил в екваторiальнiй площинi системи, що пояснює поворот

орбiти. Такi траєкторiї демонструють як випадок руху тiльки в меридiональ-

нiй площинi, так i проекцiї 3D-орбiт.

У такiй системi також присутнiй хаотичний рух. Зауважимо, що виник-

нення хаосу в системi "чорна дiра з диском або кiльцем" було дослiджено
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за допомогою перетинiв (вiдображень) Пуанкаре в роботах [218, 219]. Тут ми

коротко розглянемо випадок, який є особливим, тобто iснує тiльки в данiй си-

стемi. Для цього ми будемо використовувати метод вiдображення на перетинi

Пуанкаре, який дозволяє побачити тенденцiю змiни характеру орбiт вiдразу

для декiлькох початкових умов. Дослiдженню хаосу присвячена велика кiль-

кiсть робiт (див., наприклад, [63] з посиланнями). Iдея перетину Пуанкаре

полягає в тому, що ми видiляємо певну площину, в даному випадку в ме-

ридiональної областi, i розглядаємо перетин траєкторiй цiєю площиною. При

цьому одну з компонент швидкостi виражаємо через закон збереження пов-

ної енергiї. Таким чином, ми приходимо до можливостi вiдображення орбiти

в фазовiй площинi ρ, ρ̇.

На рис. 5.13 (верхнiй) показанi перетини Пуанкаре в фазовiй площинi

(ρ, Vρ) для даного значення повної енергiї Etotal = −2.17606. П’ять траєк-

торiй на цьому перетинi, якi розфарбованi рiзними кольорами, вiдповiдають

рiзним початковим координатам. Радiальна компонента швидкостi Vρ отри-

мана iз закону збереження енергiї. Добре видно, що iснують чотири iнварiант-

них точки в центрах чотирьох островiв (блакитнi точки на рис.5.13 верхнi),

якi представляють стiйкi замкнутi орбiти. Для обраних початкових умов, цi

точки вiдповiдають траєкторiям типу вiсiмки (рис. 5.11 a). Також присутнi

три замкнутi кривi навколо кожної iнварiантної точки (помаранчевi, зеленi,

червонi на рис. 5.13 верхнiй). Цi траєкторiї вiдповiдають трьом регулярним

орбiтам, подiбно орбiтам типу дифузної вiсiмки (рис. 5.12 a). Зменшення ра-

дiальної координати призводить до хаотизацiї траєкторiї навколо центральної

маси i масивної окружностi. Така траєкторiя вiдображається на перетинi Пу-

анкаре у виглядi випадково розподiлених точок в обмеженiй областi. Форма

островiв на перетинi Пуанкаре змiнюється для високих значень повної енергiї

Etotal = −2.12 (рис. 5.13 нижнiй). Цi острови вiдповiдають дифузнiй траєк-

торiї типу "хвiст ластiвки" як на рис. 5.12 b. При подальшому зростаннi

повної енергiї регулярних орбiт не iснує i можливий тiльки хаотичний рух.
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5.5 Область нестiйких орбiт в об’єктi Хога

Область, де неможливе iснування стiйких кругових орбiт, може представ-

ляти iнтерес для розумiння спостережуваних властивостей кiльцевих галак-

тик, в яких маса ядра порiвнянна з масою кiльця. Як приклад, ми можемо

оцiнити ширину областi нестiйких орбiт для об’єкта Хога. В цьому об’єктi

навколо центральної елiптичної галактики спостерiгається кiльце, в якому

вiдбуваються активнi процеси зореутворення. Використовуючи зображення,

отримане телескопом iм.Хаббла в рамках програми "Heritage program" (див.

рис. 1.19), ми можемо грубо оцiнити внутрiшню границю кiльця, яка дорiв-

нює приблизно 0.9 вiд середнього радiуса самого кiльця. Вiдповiдно даним

спостережень [131], вiдношення маси центральної галактики до маси кiль-

ця M0/Mring ≈ 3 i великий радiус кiльця R ≈ 17′′. Ми можемо отримати

значення радiусу окружностi Лагранжа з (5.11) ρL ≈ 0.92, який в даному ви-

падку практично збiгається з внутрiшнiм радiусом кiльця. З рiвняння (5.16)

отримуємо радiус останньої стiйкої орбiти (OSCO), який виявляється рiвним

ρosco ≈ 0.73. Тодi ширина областi мiж OSCO i окружнiстю Лагранжа в ку-

товiй мiрi дорiвнює �ρ = ρL − ρosco = 0.19R ≈ 3.2′′. Оскiльки 1′′ = 851 пк

[226], отримуємо ширину областi нестiйких орбiт в лiнiйнiй мiрi�ρ ≈ 2.8 кпк.

На рис. 5.14 показана схема кiльцевої галактики для випадку об’єкта Хога

зi збереженням вiдповiдних пропорцiй мiж головними масштабами. Ширина

областi нестiйких кругових орбiт вiдповiдає спостережуваному мiнiмуму в

усередненому профiлi свiтностi для об’єкта Хога (рис. 1.20)[131]. Також мiнi-

мум в зоряному розподiлi об’єкта Хога видно i на зображеннi телескопа iм.

Хаббла (рис. 1.19).

Ширина областi нестiйких кругових орбiт залишається приблизно тiєю ж

для значень вiдношення маси ядра до маси кiльця (q = 0.5÷ 3) i змiщується

до центру системи, якщо маса кiльця збiльшується (див. рис. 5.9). Це може

бути додатковим критерiєм для визначення маси кiльця, яку досить склад-

но оцiнити зi спостережуваного розподiлу яскравостi для далеких галактик.

Вiдзначимо, що iснує деяка аналогiя з областю нестiйких орбiт в головному

поясi астероїдiв, так звана щiлина Кiрквуда, яка виникає внаслiдок гравiта-
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Рис. 5.14. Схема кiльцевої галактики типу об’єкта Хога з щiлиною в розподiлi
речовини мiж останньою стiйкою круговою орбiтою (OSCO) i окружнiстю
Лагранжа.

цiйного резонансу i пов’язана з гравiтацiйним впливом поля Юпiтера. У роз-

глянутiй тут системi природа щiлини iстотно iнша, вона виникає як резуль-

тат конкуренцiї гравiтацiйних сил з боку центральної галактики i кiльця. Це

призводить до неможливостi руху частинок по замкнутим круговим орбiтам.

В результатi тiснi зближення зiрок можуть призводити до суттєвих змiн їх

орбiт з подальшою мiграцiєю або на центральну галактику, або на кiльце,

формуючи таким чином спостережувану щiлину в розподiлi зiрок. Подiбна

щiлина повинна бути обов’язковою в будь-якiй кiльцевiй галактицi, де маса

центрального ядра порiвнянна з масою кiльця. I навпаки, об’єкти, в яких та-

ка щiлина спостерiгається, кажуть нам про те, що маса кiльця iстотна, що

знову ж таки є додатковим критерiєм у визначеннi спiввiдношення мас для

таких об’єктiв. Надалi представляє iнтерес на пiдставi статистики великого

числа кiльцевих галактик отримати розподiл значень ширини областi нестiй-

ких орбiт, що дозволить зробити висновки про еволюцiю цих об’єктiв. Крiм

того, кiльцевi галактики, як видно з результатiв цього роздiлу, є унiкальними

"лабораторiями" для дослiдження незвичайних гравiтацiйних властивостей

галактичних об’єктiв, де гравiтацiйнi сили дiють в протилежних напрямках.

В роботi [79] обговорювалося, що так як максимум потенцiалу змiщений

по вiдношенню до центру перетину, гравiтуючий тор повинен стискатися уз-

довж великого радiуса. Для протидiї цьому стисненню необхiднi вiдцентровi
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сили, якi врiвноважують гравiтацiйнi i, отже, iстотна роль орбiтального ру-

ху. Можна стверджувати, що стабiльнi кiльцевi структури можуть iснувати

тiльки при наявностi центральної маси, яка i забезпечує баланс мiж гравiта-

цiйними i вiдцентровими силами (уздовж великого радiуса тора). Це реалi-

зується в таких об’єктах, як затiнюючi газопиловi тори в активних ядрах

галактик, в яких маса тора значно менша, нiж маса центральної надмасив-

ної чорної дiри. Однак в кiльцевих галактиках, де маса кiльця порiвнянна з

масою центральної галактики, з’являються додатковi сили. Дiйсно, в цьому

випадку тор буде також стискатися уздовж малого радiуса за рахунок са-

могравiтацiї, i, щоб компенсувати це стиснення, необхiднi також вiдцентровi

сили, але тепер вже вздовж малого радiуса. Це означає, що в кiльцi може бути

присутнiм вихровий рух. Можливо, що в кiльцевих галактиках реалiзується

унiкальний баланс мiж орбiтальним i вихровим рухом, який призводить до

стiйкостi даних об’єктiв.
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ВИСНОВКИ ДО РОЗДIЛУ 5

Дослiджено задачу про рух пробної частинки в зовнiшньому гравiтацiйно-

му полi тора при наявностi центральної маси. Завдяки результатам, отрима-

ним в попередньому роздiлi, потенцiал тора замiнено потенцiалом нескiнчен-

но тонкого кiльця (масивної окружностi). Це дозволило отримати аналiтич-

ний розв’язок для радiуса областi нестiйкої рiвноваги. Введено поняття

"окружность Лагранжа" за аналогiєю з точкою Лагранжа L1 в задачi трьох

тiл, яке є геометричним мiсцем точок, де досягається рiвновага мiж централь-

ною масою i кiльцем.

Також показано, що в такiй системi iснує найостаннiша стiйка кругова ор-

бiта. Стiйкi круговi орбiти можливi тiльки всерединi областi, що обмежена

цiєю орбiтою. Ми назвали таку орбiту OSCO (the outermost stable circular

orbit), за аналогiєю з випадком, що виникає в загальнiй теорiї вiдносностi.

Дiйсно, в релятивiстському випадку iснує остання внутрiшня стiйка кругова

орбiта (ISCO — the innermost stable circular orbit) i стiйкий круговий рух мож-

ливий тiльки поза цiєю орбiтою. Як вiдомо, ISCO є в даний час додатковим

"iнструментом" , здатним отримати iнформацiю про характеристики чорної

дiри. Подiбна особливiсть динамiки в системах з кiльцевими структурами, а

саме iснування останньої зовнiшньої стiйкої кругової орбiти, також може доз-

волити отримати додаткову iнформацiю про гравiтацiйнi властивостi таких

систем.

Показано, що мiж OSCO i окружнiстю Лагранжа iснує область нестiй-

ких орбiт, яка пов’язана з конкуренцiєю гравiтацiйних сил мiж центральною

галактикою i кiльцем. Iснування областi таких орбiт в кiльцевих галакти-

ках може призводити до формування щiлини зi зниженою густиною речови-

ни мiж центральною галактикою i кiльцем, що збiгатися з щiлиною в роз-

подiлi яскравостi в об’єктi Хога. Подiбне зменшення густини спостерiгається

в бiльшостi кiльцевих галактик i може бути пояснене iснуванням знайденою

в цьому роздiлi областi нестiйких орбiт. Також показано, що в такiй системi

iснують новi типи складних замкнутих орбiт в меридiональнiй площинi. Iсну-

вання замкнутих орбiт подiбного типу може вказувати на iснування третього
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iнтеграла в подiбнiй системi.

Основнi положення цього роздiлу викладенi у публiкацiях автора [17, 73,

81, 88, 91].
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РОЗДIЛ 6

ЗАДАЧА N-ТIЛ ДЛЯ ПОШУКУ РIВНОВАЖНОЇ ФОРМИ
САМОГРАВIТУЮЧОГО ТОРА: ЗАСТОСУВАННЯ ДО
ПИЛОВИХ ТОРIВ АКТИВНИХ ЯДЕР ГАЛАКТИК

У попереднiх роздiлах ми дослiджували гравiтацiйний потенцiал тора i

динамiку при наявностi центральної маси. Одними з важливих питань є: чи

може гравiтуючий тор бути стабiльним? Яка рiвноважна форма перетину то-

ра? Цi питання зводяться до класичних задач про пошук рiвноважної форми

гравiтуючого об’єкта, якими займалися видатнi математики в зв’язку зi стiй-

кiстю елiпсоїда обертання. Варто згадати роботи О.М. Ляпунова про стiйкiсть

обертового елiпсоїда, який вирiшував задачу про те, при якiй граничної куто-

вiй швидкостi рiдкий елiпсоїд залишається в стiйкому станi [44]. Дослiдження

стiйкостi обертового гравитуючого тора в наближеннi суцiльного середовища

було проведено в роботi [240] i, зокрема, було проведено порiвняння зi стiй-

кiстю елiпсоїда Маклорена (значення критичного моменту для цих випадкiв).

Також обговорювалися питання можливого формування кiльцевих структур,

в основному стосовно кiльцевих галактик [110] i вплив гравiтацiйного поля

галактики [30] та гало темної речовини [162, 206] на їх стабiльнiсть. Питан-

ня про стiйкiсть тора дуже важливе, особливо у зв’язку з передбаченням i

прямими спостереженнями затiнюючого тора в АЯГ. Нагадаємо, що пиловий

тор в АЯГ геометрично товстий; його також часто називають "пончиком" ,

оскiльки вiдношення малого радiуса до великого трохи менше одиницi. Спер-

шу iдея про iснування подiбних об’єктiв сприймалась зi скептицизмом, оскiль-

ки наявнiсть моменту повинна приводити до виродження тора в диск. Однак

статистичнi данi та прямi спостереження вказують, що пиловi тори присутнi

в багатьох АЯГ i вiдiграють основну роль в пiдживленнi акрецiйного дис-

ку та активностi ядер галактик (див. роздiл 1). Крiм того, спостереження

показують кламповану структуру тора, а це вимагає перехiд вiд суцiльного

середовища до дискретного, тобто до дослiдження умов стабiльностi для гра-

витуючого тора, що складається з хмар. Крiм того, як ми бачили в роздiлi 4

i нижче, iстотним є гравiтацiйне поле центральної маси.
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У цьому роздiлi ми спробуємо вiдповiсти на питання, пов’язанi зi стабiль-

нiстю тора, використовуючи методи чисельного моделювання в рамках задачi

багатьох тiл. Тобто, на вiдмiну вiд попереднього роздiлу, тут нас будуть цi-

кавити частинки, якi безпосередньо формують об’єм тора. При цьому якщо

в попереднiх роздiлах 2, 3 ми розглядали безперервне середовище (гiдроди-

намiка) або згладжений потенцiал в роздiлi 4 (теорiя потенцiалу), то в цьому

роздiлi ми зробимо крок, який наблизить нас до бiльш реалiстичної моделi,

в якiй тор є не безперервним середовищем, а складається з хмар. Ми все

ж залишимося в рамках деякої iдеалiзацiї, розглядаючи цi хмари у виглядi

частинок, якi характеризуються деяким радiусом, але для перших дослiд-

жень стабiльностi тора в рамках задачi багатьох тiл цього буде достатньо.

Перш нiж приступити до моделювання, ми спробуємо вiдповiсти на питання

"Чи можна сформувати тороїдальну структуру з пробних частинок, що ру-

хаються в гравiтацiйному полi центральної маси?" Це питання призведе нас

до винаходу нового iдеалiзованого об’єкта, який ми будемо називати "тор

Кеплера" , по аналогiї з диском Кеплера. Також як i в кеплерiвському дис-

ку ми накладемо умову абсолютної беззiштовхувальностi, тобто вiдсутностi

перетинання орбiт. Iдеалiзованi об’єкти вiдiграють важливу роль у фiзицi,

оскiльки вони є вiдправними пунктами при вивченнi бiльш складних об’єктiв

i урахування рiзних ефектiв, якi в бiльшостi випадкiв є "членами наступного

порядку" . Як ми побачимо нижче, тор Кеплера буде тим нуль-пунктом, вiд-

носно якого ми можемо вивчати поведiнку бiльш складної системи з ураху-

ванням гравiтацiйної взаємодiї мiж частинками (хмарами) в торi в рамках

задачi багатьох тiл.

6.1 Тор Кеплера

Поставимо наступну задачу: чи можливо сконструювати тороїдальну

структуру з частинок, що рухаються в гравiтацiйному полi центральної маси

(рис. 6.1)? Ця задача зводиться до класичної задачi двох тiл: центральна маса

i кожна з частинок системи. При цьому геометрична товщина тора може до-

сягатися за рахунок розкиду частинок за елементами орбiт, а саме, по нахилу
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та ексцентриситетам. При цьому ми накладаємо умови неперетинання орбiт

частинок. Оскiльки в цьому випадку частинки будуть рухатися по незбуре-

ним кеплерiвським орбiтам, ми назвемо сформований таким чином тор –

"тор Кеплера". Можна вiдразу сказати, що тор Кеплера – це узагальнення

диска Кеплера (див. також пiдроздiл 7.1.1). Для того, щоб зформувати тор

Рис. 6.1. Схема тора, сформованого частинками, що рухаються в гравiтацiй-
ному полi центральної маси Mc.

Кеплера з частинок, ми накладемо наступнi умови:

a) форма перетину тора повинна бути близька до кругової або елiптичної;

b) просторовий розподiл частинок в об’ємi тора має бути близьким до од-

норiдного;

c) орбiти частинок в супутнiй системi координат повиннi бути вкладенi од-

на в одну. Ця умова дозволяє уникнути перетинання орбiт i, отже, зiткнення

мiж частинками. Зауважимо, що в наступних пiдроздiлах ми будемо розгля-

дати бiльш реалiстичнi випадки, враховувати зiткнення частинок в рамках

задачi багатьох тiл, а тор Кеплера ми будемо використовувати в якостi почат-

кових умов при дослiдженнi стабiльностi гравiтучого тора в задачi багатьох

тiл.

Для формування тора Кеплера необхiдно проаналiзувати, якi з елементiв

орбiт є ключовими для досягнення значної геометричної товщини тора i якi з

них будуть впливати на форму його перетину. Нагадаємо, що орбiта частинки

в центральному полi характеризується шiстьма кеплерiвськими елементами.

Три кути визначають орiєнтацiю орбiти в просторi: довгота висхiдного вузла
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(Ω), перiцентрова вiдстань (ω) i нахил орбiти до площини симетрiї (i). Першi

два кути пов’язанi з поворотом орбiти щодо осi тора. Оскiльки тор має осьову

симетрiю, то початковий розподiл часток по Ω достатньо задати випадковим

чином, а ω — зафiксувати. Данi елементи не впливають на кiнцевий результат,

тому що вони вiдповiдають за розподiл орбiт по азимутальному куту. Навпа-

ки, нахили орбiт грають важливу роль, забезпечуючи геометричну товщину

тора, тому в усiх варiантах початкових станiв необхiдно враховувати розкид

орбiт по нахилам. Момент проходження частинки через перицентр орбiти τ

(або, як еквiвалент, справжня аномалiя ν) також не суттєвий, оскiльки по-

ложення кожної частинки на її орбiтi має сенс задавати випадковим чином.

В цьому випадку розподiл частинок в об’ємi тора (по азимутальному куту)

буде наближатися в середньому до однорiдного. Таким чином, на рiвноважну

форму перетину тора буде впливати розподiл за останнiми двома елементам

(великi пiвосi i ексцентриситети орбiт). Обмежимося двома граничними ви-

падками: розкид орбiт по ексцентриситетам зi значеннями великих пiввiсей,

рiвними великому радiусу тора (R = 1), i протилежний випадок — розкид

по великiм пiввiсям з ексцентриситетами, рiвними одиницi. Надалi будемо

називати об’єкти, сформованi таким чином – елiптичним i круговим торами

Кеплера, вiдповiдно. Особливiстю тора Кеплера є те, що орбiти частинок в

ньому не перетинаються. У цьому роздiлi ми будемо конструювати елiптич-

ний тор Кеплера, а в роздiлi 7.1.1 ми також включимо в розгляд круговий

тор Кеплера, як додатковий початковий стан для задачi багатьох тiл.

Отже, щоб домогтися квазiкругового перетину тора, ми повиннi покласти

великi пiвосi всiх частинок рiвними великому радiусу тора ak = R, де k —

номер частинки. З iншого боку, це нормує просторовi координати. Для того,

щоб всi частинки знаходилися в об’ємi тора, необхiдно, щоб ексцентриситети

їх орбiт були розподiленi в межах ek = [0, r0], де, як i в роздiлi 4, r0 = R0/R

– геометричний параметр тора. Нахили, якi вимiрюються вiд екваторiальної

площини симетрiї, повиннi задовольняти наступним умовам:

ik = arcsin

⎛
⎜⎝q ek√

1− e2k

⎞
⎟⎠ , (6.1)



204

де q — параметр, що дозволяє змiнювати елiптичностi перетину тора. Ми, як

i ранiше, будемо користуватися нормованими координатами: ρ =
√
x2 + y2/R

i ζ = z/R. Надалi для зручностi в виразах для елементiв орбiт ми опусти-

мо iндекс k. Координати внутрiшньої i зовнiшньої границь тора визначаємо

через ексцентриситет орбiти ρmin = 1 − e i ρmax = 1 + e. Покладемо аргу-

мент перигелiю для всiх орбiт ω = 0, тобто лiнiя вузлiв збiгається з великою

пiввiссю. При цьому довготу висхiдного вузла Ω i справжню аномалiю ν бу-

демо генерувати випадковим чином в iнтервалi значень вiд 0 до 2π. Задаючи

елементи орбiт, ми можемо знайти координати та компоненти швидкостi для

кожної частинки, використовуючи вiдомi формули небесної механiки [28]

(x, y, z) = r · (α, β, γ), (6.2)

де
α = cosΩ cos ν − sinΩ sin ν cos i,

β = sinΩ cos ν + cosΩ sin ν cos i,

γ = sin ν sin i

i модуль радiус-вектора вiд центральної маси до частинки

r =
R(1− e2)

1 + e cos ν
. (6.3)

Компоненти швидкостi частинки знаходяться наступним чином:⎛
⎜⎜⎝
Vx

Vy

Vz

⎞
⎟⎟⎠ =

I

p

⎡
⎢⎢⎣
⎛
⎜⎜⎝
α

β

γ

⎞
⎟⎟⎠ · e sin ν +

⎛
⎜⎜⎝
α′

β′

γ′

⎞
⎟⎟⎠ (1 + e cos ν)

⎤
⎥⎥⎦ , (6.4)

де

(α′, β′, γ′) =
d

dν
(α, β, γ),

p = R(1−e2)—фокальный параметр, I =
√
GMc · p— модуль кiнетичного мо-

менту. Ми будемо використовувати систему одиниць, в якiй G = R =Mc = 1.

Остаточно алгоритм для моделювання тора Кеплера наступний.

1. Встановимо число частинок N , геометричний параметр r0 i елiптичнiсть

перетину тора q.

2. Згенеруємо випадковим чином ексцентриситети орбiт кожної частинки в

заданих межах e = [0, r0] i знайдемо вiдповiднi значення нахилiв за формулою

(6.1). Також згенеруємо випадковим чином Ω i ν для цих орбiт.
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3. Знайдемо координати i компоненти швидкостi за елементами орбiт вiд-

повiдно до (6.2) – (6.4) i використаємо їх як початковi умови.

4. Розв’язуємо рiвняння руху для отриманих початкових умов.

На рис. 6.2 продемонстрований скрiншот програми, в якiй вiдображенi ча-

стинки та їх траєкторiї: проекцiя на екваторiальну площину, проекцiя на ме-

ридiональну площину i супутня система. Це моделювання реалiзовано для

500 частинок. Оскiльки траєкторiї частинок не перетинаються, то ця iдеалi-

зована система за визначенням стабiльна, тому що орбiти частинок незбу-

ренi (кеплерiвськi). Результати у виглядi анiмацiї представленi на веб-сторiнцi

http://astrodata.univer.kharkov.ua/agn/torus/. Через певний часовий iнтервал

можна помiтити, що орбiти частинок вiдхиляються вiд кеплерiвських, що

пов’язано з грубим кроком, якого, втiм, досить для демонстрацiї такого iде-

алiзованого об’єкта. Зауважимо, що тор Кеплера може бути корисний також

у навчальнiй програмi, наприклад, на практицi з небесної механiки, оскiльки

вiн дозволяє в рамках простого алгоритму змоделювати систему з великого

числа частинок i дозволяє зрозумiти супутню систему координат, яка дуже

часто грає важливу роль в динамiчних задачах небесної механiки.

Оскiльки розглянута система має симетрiю щодо азимутального кута,

зручно ввести супутню систему координат. Ця система координат пов’язана

з площиною, перпендикулярною до екваторiальної площини. Радiус-вектор

частинки збiгається з цiєю площиною. Таким чином, вiсь абсцис супутньої

системи ρ збiгається з проекцiєю радiус-вектора частинки на екваторiаль-

ну площину тора, а вiсь ординат ζ = z/R збiгається з вiссю симетрiї тора.

Оскiльки частинка рухається навколо центральної маси, супутня система та-

кож обертається навколоMc зi швидкiстю, що дорiвнює орбiтальнiї швидкостi

частинки. Така супутня система координат зручна, тому що орбiти части-

нок в цiй системi вiдображають форму перетину тора (траєкторiї справа на

рис. 6.2).

Рiвняння траєкторiї частинки в супутнiй системi координат для випадку

тора Кеплера можна представити аналiтично в параметричному виглядi:

ρ =
1− e2

1 + e cos ν

√
1− q2

e2

1− e2
sin2 ν, (6.5)
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Рис. 6.2. Скрiншот програми, в якiй моделюється тор Кеплера для 500 ча-
стинок.

Рис. 6.3. Розподiл частинок у торi Кеплера по ексцентриситетам. Злiва: всi
частинки зiбранi в одну площину в супутньої системi; праворуч: проекцiя
положень частинок на екваторiальну площину.

ζ = qe
√
1− e2

sin ν

1 + e cos ν
. (6.6)

На рис. 6.4 показанi траєкторiї в супутнiй системi, отриманi за формулами

(6.5) – (6.6). Форма граничної орбiти (з максимальним нахилом) визначає

форму перетину тора з даними значенням r0. Перiод обертання частинки в

супутнiй системi дорiвнює орбiтальному перiоду. Оскiльки всi великi пiвосi

частинок рiвнi великому радiусу тора (R = 1), перiоди всiх частинок рiвнi.
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a) b)

Рис. 6.4. Траєкторiї частинок з ексцентриситетами e = 0.1k (k = 1...7) В
супутнiй системi координат i з параметром елiптичностi перетину тора: a)
q = 1, b) q = 0.7. Центральна маса розташована в точцi з координатами
(0, 0). Пунктирною лiнiєю для порiвняння показанi круговий (a) i елiптичний
(b) перетини. У граничному випадку товстого тора (зовнiшнi суцiльнi кривi)
перетин тора Кеплера iстотно вiдрiзняється вiд вiдповiдно кругового (a) або
елiптичного (b).

З рис. 6.4 видно, що перетин тора Кеплера вiдрiзняється вiд кругового для

великих значень нахилiв орбiт (зовнiшня траєкторiя на рис. 6.4 a). При малих

нахилах траєкторiя в супутнiй системi близька до кругової (рис. 6.4 a). При

цьому i ексцентриситети також малi. Траєкторiя, яка проходить через центр

перетину тора, є круговою з нульовим нахилом. Цiкаво, що траєкторiї ча-

стинок в торi Кеплера при великих нахилах створюють перетин тора, форма

якого iстотно вiдрiзняється вiд кругової. При цьому перетин має два горби

(рис. 6.4 a). Обмеження на геометричну товщину тора можна побачити безпо-

середньо з виразу (6.1). Дiйсно, тому що sin i ≤ 1, ми отримуємо максимальне

значення ексцентриситету emax = 1/
√
q2 + 1 з рiвняння (6.1), яке i є верхньою

межею на r0. При q = 1 максимальне можливе значення геометричного па-

раметра тора Кеплера r0 = 1/
√
2 ≈ 0.7. Ця межа вiдповiдає максимальному

нахилу орбiти i = π/2, тобто зовнiшня частинка рухається в площинi, пер-

пендикулярнiй екваторiальнiй площинi тора. При прагненнi до нуля нахилiв

i ексцентриситетiв всiх частинок тор Кеплера вироджується в нескiнченно

тонке кiльце (масивна окружнiсть) з радiусом, рiвним великому радiусу то-

ра. При цьому жодним граничним переходом ми не зможемо привести тор

Кеплера в диск Кеплера. В роздiлi 7.1.1 ми розглянемо другий випадок, коли



208

тор може бути сформований з частинок, що рухаються по круговим орбiтам.

Ми побачимо, що такий тор в граничному випадку буде вироджуватись в

кеплерiвський диск. Ще раз вiдзначимо, що розглянутий тут тор Кеплера ми

умовно називаємо елiптичним, оскiльки частинки, якi його формують, мають

розкид елементiв орбiт по ексцентриситету, – на вiдмiну вiд кругового тора

Кеплера, який ми розглянемо нижче.

Очевидно, що оскiльки тор Кеплера сформований з пробних частинок, тоб-

то ми нехтуємо гравiтацiйною взаємодiєю мiж ними, орбiти частинок завжди

залишаються замкнутими i тор Кеплера залишається стабiльним. Iснування

аналiтичного розв’язку для r(ν) в разi тора Кеплера дозволяє використову-

вати його в якостi початкових умов в задачi багатьох тiл, оскiльки ми можемо

поставити умови для всiх частинок системи i використовувати це як почат-

ковi умови для дослiдження стабiльностi системи (див. наступний пiдроздiл

6.3).

Тор Кеплера є граничним випадком гравiтуючого тора, коли його маса

прагне до нуля. У реальностi тор має масу i, вiдповiдно, необхiдно врахо-

вувати його гравiтацiйний потенцiал. У наступному роздiлi ми дослiджуємо

траєкторiї пробної частинки в гравiтацiйному потенцiалi центральної маси

i однорiдного кругового тора. На вiдмiну вiд попереднього роздiлу, тут ми

будемо робити акцент на динамiку у внутрiшньому потенцiалi, тому що це є

важливим для подальшої iнтерпретацiї результатiв чисельного моделювання.

6.2 Динамiка у внутрiшньому гравiтацiйному потенцiалi тора

6.2.1 Рiвняння руху матерiальної точки у внутрiшньому

потенцiалi тора i роль центральної маси

Розглянемо рух пробної частинки у внутрiшньому гравiтацiйному потен-

цiалi тора з урахуванням центральної маси. Для аналiтичного дослiдження

ми скористаємося наближеним виразом для внутрiшнього потенцiалу [81],

отриманого в роздiлi 5. Це розкладання в степеневий ряд до членiв друго-

го порядку (4.39), вирази для якого ми наведемо тут ще раз для зручностi
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використання:

ϕinner
torus (η, ζ; r0) ≈

GMtorus

2πR

[
c+ a1

η

r0
+ a2

(
η

r0

)2

+ b2

(
ζ

r0

)2
]
, (6.7)

де ми будемо використовувати вирази для коефiцiєнтiв у виглядi

a1 = 8k(1 + ln k), k ≡ r0/8,

a2 = −1− 4k2(11 + 10 ln k), b2 ≡ −1− 4k2(3 + 2 ln k).

Нагадаємо, що цей вираз з хорошою точнiстю описує внутрiшнiй потенцiал

однорiдного кругового тора аж до r0 = 0.5 та, як ми побачимо нижче, доз-

воляє отримати наближений аналiтичний розв’язок для траєкторiї частинки

в гравiтуючiй системi "тор + центральна маса". Для подальшого важливо,

що коефiцiєнт a1 визначає змiщення максимуму потенцiалу щодо центру пе-

ретину тора. Це вже передбачає, що без введення додаткових сил частинка

не буде здiйснювати рухи навколо центру перетину тора. Що це за додатковi

сили, ми обговоримо трохи нижче. У свою чергу, коефiцiєнти a2, b2 пов’язанi

з вiдхиленням кривої потенцiалу тора вiд квадратичного закону. Як було вiд-

значено в роздiлi 5 i в [81], внутрiшнiй потенцiал тора можна представити у

виглядi потенцiалу цилiндра i потенцiалу кривизни, який мiстить зв’язок з

гауссовою кривизною поверхнi тора, ϕ(r) = ϕcyl(r) + ϕcurv(r; r0). Як вiдо-

мо, все фiнiтнi траєкторiї замкнутi тiльки у двох типах полiв: ϕ(r) ∝ 1/r i

ϕ(r) ∝ r2 [41]. Оскiльки внутрiшнiй потенцiал цилiндра ϕcyl(r) ∝ r2, то в

гравiтацiйному полi цилiндру всi фiнiтнi орбiти замкнутi. Також зауважимо,

що подiбна поведiнка потенцiалу також вiдповiдає внутрiшньому потенцiалу

кулi. Однак для нас тут ключовим об’єктом є цилiндр як один з граничних ви-

падкiв тора. Очевидно, що оскiльки внутрiшнiй потенцiал тора вiдрiзняється

вiд потенцiалу цилiндра складовою, що мiстить гауссову кривизну поверхнi

тора ϕcurv, то це означає, що орбiти всерединi тора будуть незамкненi. Якi

це будуть орбiти? Чи є аналогiя з вiдомими типами орбiт? Чи можна органi-

зувати рух частинок у внутрiшньому потенцiалi тора з центральною масою

таким чином, щоб частинки не покидали об’єм тора? Дослiдимо цю задачу

докладнiше, щоб знайти вiдповiдi на поставленi питання.

Для якiсного аналiзу траєкторiї частинки у внутрiшньому потенцiалi то-

ра, ми обмежимося випадком кругового перетину i однорiдним розподiлом
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густини. Оскiльки потенцiал осесиметричний, то проекцiя кутового моменту

на вiсь ζ є величина постiйна (Iζ = const). У цьому випадку, як i в роздiлi

5, введемо ефективний потенцiал. Вiдмiнностi в записi полягають в тому, що

тут ми використовуємо саме потенцiал, а в роздiлi 5 ми пiд ефективним по-

тенцiалом розумiли ефективну потенцiальну енергiю. Вiдмiннiсть в цих двох

випадках тiльки в загальному знаку, тому це не впливає на кiнцевий резуль-

тат. Отже, ефективний потенцiал даної системи запишемо у виглядi [101]:

ϕeff = ϕinner
torus + ϕc −

I2ζ
2(η + 1)2

, (6.8)

де потенцiал центральної маси Mc

ϕc =
GMc

R

1√
(η + 1)2 + ζ2

. (6.9)

Для того, щоб знайти умову, за якої орбiта завжди буде всерединi об’єму тора,

скористаємося представленням потенцiалу через суму потенцiала цилiндра i

"потенцiала кривизни" , який ми ввели в роздiлi 4. Тодi ефективний потенцiал

системи в такому представленнi набуває вигляду

ϕeff = ϕcyl + ϕc + ϕcurv −
I2ζ

2(η + 1)2
. (6.10)

У цьому виразi присутнiй потенцiал центрального поля i потенцiал цилiн-

дра, в яких, як уже згадувалося вище, всi фiнiтнi орбiти замкнутi. Отже,

формальна умова

ϕcurv −
I2ζ

2(η + 1)2
= 0 (6.11)

дозволяє знайти момент частинки, для якої орбiти будуть iснувати всерединi

об’єму тора i, можливо, знайти замкнутi орбiти. Це означає, що вiдхилення

потенцiалу тора вiд потенцiалу цилiндра ми компенсуємо за рахунок вiдцен-

трових сил при орбiтальному русi. З точки зору математики це означає, що

ми область поблизу максимуму потенцiалу зводимо до симетричного виду,

тобто до параболи.

Представимо ϕeff в формi степевого ряду, обмежуючись членами другого

порядку у виглядi, зручному для подальшого аналiзу:

ϕeff(η, ζ; r0) ≈ GMtorus

2πR

[
c̃+ ã1

η

r0
+ ã2

(
η

r0

)2

+ b̃2

(
ζ

r0

)2
]
, (6.12)



211

де коефiцiєнти
c̃ = 2πμ(2− l2) + c,

ã1 = 2πμr0(2− l2) + a1,

ã2 = −πμr20(3l2 − 2) + a2,

ã2 = −πμr20 + b2,

μ = Mc/Mtorus – вiдношення центральної маси до маси тора i безрозмiрний

параметр l визначає частину кутового моменту вiд кеплерiвського значення

I2ζ = l2GMc/R. В [81] i в роздiлi 4 було показано, що максимум потенцiа-

лу однорiдного кругового тора змiщений щодо центру перетину в бiк центру

симетрiї тора (див. рис. 4.2 та рис. 4.11). Це означає, що тор повинен стиска-

тися уздовж великого радiуса внаслiдок самогравiтацiї. Це стиснення можна

компенсувати вiдцентровими силами, якi будуть врiвноважувати гравiтацiй-

нi. Таким чином, стає зрозумiлим, що важливу роль в стабiльностi тора має

вiдiгравати центральна маса, яка i задає орбiтальний рух частинок, i, отже,

необхiднi вiдцентровi сили. У термiнах поведiнки функцiї ефективного по-

тенцiалу це означає, що максимум ефективного потенцiалу буде змiщуватися

ближче до центру перетину тора, тобто ã1 = 0 в (6.12). З цього виразу ми

отримуємо умову на кутовий момент:

l2 = 1− a1/(2πμr0). (6.13)

6.2.2 Типи траєкторiй частинок

Рiвняння траєкторiї частинки в супутнiй системi координат ми можемо

отримати, розв’язуючи рiвняння руху

η̈ ≡ d2η

dt2
=

1

R

∂ϕeff

∂η
; ζ̈ ≡ d2ζ

dt2
=

1

R

∂ϕeff

∂ζ
. (6.14)

Ми також можемо представити цi рiвняння у виглядi, який вiдповiдає рiв-

нянням гармонiчного осцилятора:

η̈ + ω2
Aη = 0, ζ̈ + ω2

Bζ = 0. (6.15)

Тодi розв’язок рiвнянь (6.15) може бути представлено в параметричному

виглядi:
η(t) = η0 cos[ωA · t+ α],

ζ(t) = ζ0 cos[ωB · t+ β],
(6.16)
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де η0, ζ0 — координати частинки в початковий момент часу,

ω2
A =

GMtorus

πR3r20

[
πμr20(3l

2 − 2)− a2
]
, (6.17)

ω2
B =

GMtorus

πR3r20

[
πμr20 − b2

]
. (6.18)

Таким чином, координати частинки (6.16) еволюцiонують подiбно до двох змi-

щених гармонiйних осциляторiв з епiциклiчною ωA i вертикальною ωB часто-

тами, вiдповiдно. В цьому випадку орбiта незамкнута i траєкторiя в супутнiй

системi координат заповнює прямокутну область i характеризується певним

перiодом Pbox, пiсля якого процес знову повторюється. Такi орбiти вiднося-

ться до типу коробчатих орбiт (box-orbits) [101]. З рiвняння (6.13) видно, що

при μr0 � 1 коефiцiєнт кутового моменту l → 1 i вiдношення епiциклiчної

частоти ωA до вертикальної частоти ωB набуває вигляду

f ≡ ωA

ωB
=

√
πμr20 − a2
πμr20 − b2

. (6.19)

Тодi перiод коробчатої орбiти, виражений в орбiтальних перiодах, визначаєть-

ся виразом Pbox = 1/|1 − f |. Для r0 = 0.3 i для μ = 50; 25; 1/0.06 ми отри-

муємо Pbox = 213; 113; 80. В разi μr0 � 1 (l → 1) з рiвняння (6.19) видно,

що ωA → ωB. Цей граничний випадок вiдповiдає тору Кеплера. За анало-

гєю зi спiн-орбiтальним резонансом, тобто збiгом перiоду обертання навколо

осi i навколо центральної маси, ми можемо ввести новий тип гравiтацiйно-

го резонансу "орбiтально-вихровий" , при якому перiод обертання навколо

центральної маси (орбiтальний) дорiвнює перiоду обертання навколо центру

перетину тора в супутнiй системi (аналог вихрового руху).

На рис. 6.5 показанi траєкторiї пробної частинки у внутрiшньому гравiта-

цiйному потенцiалi однорiдного кругового тора з урахуванням потенцiалу

центральної маси. Цi траєкторiї були отриманi з використанням розкладання

в ряд потенцiалу (4.54)

ϕinner
torus (η, ζ; r0) ≈

GMtorus

2πR

⎡
⎣c+∑

j=1

aj

(
η

r0

)j

+

+
∑
i=1

∑
j=1

tij(r0)

(
η

r0

)i( ζ
r0

)j

+
∑
j=1

bj(r0)

(
ζ

r0

)j
⎤
⎦ ,
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Рис. 6.5. Траєкторiї пробної частинки у внутрiшньому потенцiалi однорiдного
кругового тора i в потенцiалi центральної маси. Злiва: траєкторiя в супутнiй
системi координат для a) Vζ = 0.4; l = 0.95, c) Vζ = 0.7; l = 0.90. Центр пере-
тину тора позначений точкою. Справа: проекцiя траєкторiї на екваторiальну
площину симетрiї тора для b) Vζ = 0.4; l = 0.95; d) Vζ = 0.7; l = 0.90. Пунк-
тирнi лiнiї вiдповiдають границям об’єму тора. Для всiх випадкiв μ = 1,
r0 = 0.5, G = R = 1, t = 150.

з коефiцiєнтами, знайденими методом зшивання i представленими в табли-

цi 4.1 [81].

На вiдмiну вiд квадратичного потенцiалу (6.7), в даному випадку ми вико-

ристовуємо бiльш точне значення внутрiшнього потенцiалу тора. Отже, об-

ласть, яка обмежує траєкторiю руху частинки, має бiльш складну форму, нiж

(6.16) (рис. 6.5 a, c). Зауважимо, що коробчатi орбiти виникають як результат

розсинхронiзацiї орбiтального перiоду частинки та її перiоду в супутнiй си-

стемi координат. Якщо маса тора зростає, орбiтальний перiод частинки змен-

шується внаслiдок повороту лiнiї вузлiв. Це призводить до змiщення перицен-

тра i, отже, до формування розеткової орбiти (в проекцiї) в екваторiальнiй
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площинi тора (рис.6.5 b,d). Коли маса тора зменшується, траєкторiя в супут-

нiй системi координат заповнює прямокутну область за довгий перiод, тобто

перiод коробчатої орбiти в цьому випадку зростає.

Рис. 6.6. Усереднений розподiл густини 1500 частинок, що рухаються у внут-
рiшньому потенцiалi однорiдного кругового тора i потенцiалi центральної ма-
си.

На рис. 6.6 показано усереднений розподiл 1500 частинок в супутнiй систе-

мi, що рухаються в гравiтацiйному полi тора i центральної маси. Цей розподiл

отримано пiсля 100 середнiх орбiтальних перiодiв, тобто коли система досягла

стану, наближеного до рiвноважного. Вiдзначимо, що на початковому етапi

можна спостерiгати своєрiдне биття i навiть щось подiбне до гравiтацiйного

резонансу. Результуючий перетин (рис. 6.6) демонструє хрестоподiбну струк-

туру. Такий розподiл густини можна пояснити наявнiстю коробчатих орбiт

(рис.6.5), що виникають в потенцiалi тора. Маючи рiзнi значення початкових

координат i швидкостей, частинки будуть також рухатися по орбiтах рiзно-

го масштабу, поступово пiдлаштовуючись пiд загальний потенцiал системи

i, вiдповiдно, будуть сiдати на типовi орбiти типу коробчатих орбiт. Те, що

в результатi виникає хрестоподiбний розподiл густини, пов’язано з тим, що

саме на дiагоналях коробчатих орбiт частинка знаходиться найдовше. Для

великої кiлькостi частинок, пiсля усереднення це буде виглядати як "хрест"

на розподiлi густини в перетинi. При цьому вiдбувається синхронiзацiя ор-

бiт, тобто перiоди кожної частинки в супутнiй системi стають близькими за

значенням. У цьому сенсi можна говорити про виникнення гравiтацiйного
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резонансу який в даному випадку призводить до формування структури в

розподiлi густини частинок.

Рис. 6.7. Усереднений розподiл густини 1500 частинок, що рухаються у внут-
рiшньому потенцiалi однорiдного кругового тора i центральної маси.

В даному потенцiалi, судячи з усього, можливе iснування замкнутих (в су-

путнiй системi координат) орбiт. Рис. 6.7 демонструє розподiл частинок для

iнших початкових умов, для яких розподiл iстотно вiдрiзняється вiд представ-

лених на рис. 6.6. Це вказує на принципово iншi типи траєкторiй, якi iснують

в даному потенцiалi. Обмежуючись розкладанням потенцiалу до членiв дру-

гого порядку i розв’язуючи чисельно рiвняння руху, можна отримати траєк-

торiю орбiти частинки у внутрiшньому гравiтацiйному потенцiалi тора при

наявностi центральної маси. На рис. 6.8 показаний приклад такої траєкторiї.

Видно, що квазiзамкнутiй траєкторiї в супутнiй системi координат вiдповiдає

бiльш складна траєкторiя в тривимiрному випадку. Цiкаво, що траєкторiя цiєї

частинки обмотує поверхню тора, тобто частинка в цьому випадку практично

строго рухається по поверхнi тора заданого геометричного параметра (в дано-

му випадку r0 = 0.4). На лiвому рис. 6.8 показано також перетин тора (пунк-

тирна лiнiя), центр перетину (хрест) i точка невагомостi. Нагадаємо, що пiд

точкою невагомостi ми розумiємо точку, де сума всiх сил з боку тора дорiвнює

нулю та вiдповiдає екстремуму потенцiалу: для внутрiшньої точки це макси-

мум потенцiалу (див. роздiл 4.4). Видно, що точка невагомостi досить сильно

змiщена по вiдношенню до центру перетину. У свою чергу це означає, що
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Рис. 6.8. Траєкторiя частинки в гравiтацiйному полi однорiдного кругового
тора з центральною масою (Mc =Mtorus) для початкових значень x = 0.601,
Vx = 0, y = 0, Vy = 1.4, z = 0, Vz = 0.91. Злiва: супутня система координат;
справа: на екваторiальну площину; нижнiй: 3D випадок.

досить складно органiзувати фiнiтну траєкторiю всерединi об’єму тора, то-

му важливо орбiтальний рух, який за рахунок вiдцентрових сил призводить

до того, що точка невагомостi буде змiщатися ближче до центру перетину в

залежностi вiд моменту частинки. У цьому сенсi запропоноване представлен-

ня внутрiшнього потенцiалу тора через потенцiал кривизни (4.46) та (6.11)

дуже зручне, тому що в термiнах точки невагомостi ми можемо знайти необ-

хiдну умову iснування фiнiтної орбiти всерединi (аж до поверхнi) об’єму тора.

Подiбним чином були знайденi умови для орбiти, представленої на рис. 6.8.

(До речi, в проекцiї на меридiональний перетин ця орбiта схожа на орбiту ти-

пу "хвiст ластiвки"). Ми використовували тут грубе наближення потенцiалу

тора, але при цьому отримали досить цiкавий результат. При використаннi
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бiльш точного наближення, судячи з усього, можна знайти замкнутi орбiти.

Можна зробити припущення, що подiбнi орбiти можуть бути геодезичними.

На вiдмiну вiд плоского простору, де геодезичними є прямi лiнiї, або сфери, де

геодезичнi – кола (дуга), на тороїдальнiй поверхнi можливi кiлька типiв гео-

дезичних. Це означає, що в залежностi вiд положення точок на поверхнi тора,

найкоротшi лiнiї, що з’єднують їх, можуть бути принципово рiзнi. Замкненi

орбiти можуть вiдображати геодезичнi, i це може бути однiєю з цiкавих задач

для подальшого дослiдження. Орбiту, представлену на рис. 6.8, можна вiдне-

сти до типу гало-орбiт. Такi орбiти iснують в обмеженiй круговiй задачi трьох

тiл, при цьому частинка (або супутник) обертається навколо точки Лагран-

жа в супутньої системi. Назва "гало-орбiта" було введено Р.У. Фаркуаром,

який дослiджував задачу про рух супутника в точцi Лагранжа L2 системи

Земля–Мiсяць для космiчної мiсiї "Apollo" на зворотний бiк Мiсяця [129] 1.

При виборi орбiти українського супутника [61, 222] розглядалися варiанти за-

пуску його в точку Лагранжа L2 системи Земля–Мiсяць, тому було зроблено

ряд чисельних експериментiв для пiдбору вiдповiдної орбiти. На рис. 6.9, як

приклад, представленi двi гало-орбiти навколо точки Лагранжа L2 в трьох

проекцiях, отриманi чисельним розв’язком обмеженої кругової задачи трьох

тiл Земля-Мiсяць-Супутник (супутня система координат). Початок системи

координат знаходиться в барицентрi Земля–Мiсяць, а перiод траєкторiї 14.6

днiв. Форма орбiти частинки у гравiтацiйному полi тора i центральної маси

Рис. 6.9. Приклад двох гало-орбiт в трьох проекцiях. Початковi умови: y = 0,
z = 19220.1 км, Vx = Vz = 0, Vy = −102.6 м/с, a) x = 449035.7 км (пунктирна
крива), б) x = 449036.1 км (суцiльна кривая).
Примiтка 1. У подальшiй роботi Р.У. Фаркуар спiльно з А.Камел також врахували вплив нелiнiйних ефектiв, ексцен-
триситету орбiти Мiсяця i гравiтацiйний вплив Сонця [130].
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дiйсно нагадує гало-орбiту Фаркуара. Однак слiд зауважити, що рух в колi-

неарних точках Лагранжа є нестiйким, на вiдмiну вiд випадку потенцiалу

тора, де гало-орбiта залишається стабiльною.

Аналiз орбiт частинки у внутрiшньому потенцiалi тора важливий для iн-

терпретацiї результатiв в задачi багатьох тiл, яка буде розглянута в наступ-

ному роздiлi. Ми побачимо, що в бiльш реалiстичному моделюваннi, тобто

при урахуваннi гравiтацiйної взаємодiї мiж частинками (хмарами) при ево-

люцiї самогравiтуючого тора вiд початкового стану до рiвноважного короб-

чатi орбiти будуть вiдображатися на змiнi розмiрiв тора з часом, проявляю-

чись у виглядi хвильової структури. Це демонструє, що наближенi аналiтичнi

розв’язки часто допомагають зрозумiти фiзичнi явища при бiльш складному

чисельному моделюваннi, показуючи, що отриманi результати вiдображають

фундаментальнi властивостi системи.

6.3 Рiвноважна форма самогравiтуючого тора: задача N тiл

Цей роздiл присвячений дослiдженню еволюцiї самогравiтуючого тора в

полi центральної маси. Тут ми обмежимося випадком, коли маса тора ста-

новить до 10 вiдсоткiв центральної маси. Такий вибiр пов’язаний в першу

чергу iз застосуванням результатiв до затiнюючих торiв в активних ядрах

галактик. В якостi початкових умов ми будемо використовувати тор Кеплера

(пiдроздiл 6.1). Зауважимо, що на вiдмiну вiд руху частинок в згладженому

потенцiалi без взаємодiї мiж ними (див. пiдроздiл 6.2.2 та рис. 6.6, 6.7), тут

ми будемо враховувати гравiтацiйну взаємодiю мiж частинками.

У цьому роздiлi ми постараємося вiдповiсти на наступнi питання.

1. Чи може тор бути стабiльним на iнтервалах часу, порiвнянних з часом

життя астрофiзичних об’єктiв?

2. Яка форма перетину тора в рiвноважному станi?

3. Який розподiл густини частинок в рiвноважному станi тора?

Ми побачимо нижче, що самогравiтацiя iстотно вплине на форму перетину

тора в порiвняннi з початковим станом (тором Кеплера).
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6.3.1 Роль iррегулярних сил при взаємодiї частинок

Гравiтацiйний потенцiал об’єму (тут ми не обговорюємо форму об’єму) з

масою Mtorus, що складається з N гравiтуючих частинок рiвних мас, в до-

вiльнiй точцi з радiус-вектором r(ρ, λ, ζ) має вид

ϕtorus(ρ, λ, ζ) =
GMtorus

R

N∑
i=1

1

|r− ri| , (6.20)

де ri(ρ, λ, ζ) – безрозмiрний радiус-вектор i-ї частинки, нормований на вели-

кий радiус тора R. З урахуванням гравiтацiйної взаємодiї мiж частинками,

якi формують тор, сили, що дiють на кожну частинку, можна представи-

ти як суму регулярної та нерегулярної компонент. Регулярну компоненту ми

ототожнюємо зi згладженим потенцiалом, а iррегулярна обумовлена безпосе-

редньо гравiтацiйною взаємодiєю мiж найближчими частинками. Роль iрре-

гулярних сил зростає в разi вiдносно малого числа частинок. Навпаки, чим

бiльше частинок, тим ближче результуючий потенцiал до згладженого. Отже,

потенцiал тора може бути представлений таким чином:

ϕtorus(ρ, λ, ζ) = ϕreg
torus(ρ, ζ) + ϕirr

torus(ρ, λ, ζ), (6.21)

де перший доданок – регулярна частина потенцiалу тора, яка внаслiдок осе-

симетрiї не залежить вiд азимутального кута λ, в той час як другий доданок

є iррегулярна (випадкова) частина потенцiалу, що визначається як

ϕirr
torus(ρ, λ, ζ) =

G

R

[
Mtorus

N∑
i=1

1

|r− ri| −
�
V

κ(r′)dV′

|r− r′|

]
. (6.22)

Тут κ(r) — об’ємна густина тора. Урахування впливу центральної маси при-

водить нас до наступного виразу для повного потенцiалу системи:

ϕ(ρ, λ, ζ) = ϕc(ρ, ζ) + ϕtorus(ρ, λ, ζ), (6.23)

де потенцiал центральної маси було визначено ранiше. Граничний випадок

Φirr
torus → 0 (нехтуємо взаємодiєю мiж частинками) вiдповiдає задачi про рух

пробної частинки в регулярному (згладженому) гравiтацiйному потенцiалi

тора. Ця проблема детально була дослiджена в попередньому пiдроздiлi, де

було показано, що у внутрiшньому потенцiалi тора iснують орбiти типу ко-

робчатих, так гало-орбiти Фаркуара.
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Надалi ми покажемо, що в задачi N тiл роль регулярної частини потен-

цiалу проявляється в змiнi розмiрiв перетину тора. В середньому, тобто при

усередненнi по всiм i-iндексам, ϕirr
torus → 0, але в кожнiй окремiй точцi ϕirr

torus

може iстотно вiдрiзнятися вiд нуля, враховуючи як позитивнi, так i негативнi

значення. Як наслiдок, швидкiсть частинки, що рухається в регулярному по-

тенцiалi тора, буде об’єктом випадкового обурення внаслiдок дiї iррегулярної

частини потенцiалу. Для того, щоб оцiнити iррегулярну частину потенцiалу,

ми видiлимо потенцiал частинки на вiдстанi l̃ = 3
√
Vtorus/N , рiвнiй середнiй

вiдстанi мiж частинками: ϕi = Gmi/l̃. Оскiльки маси всiх частинок однаковi

(mi = Mtorus/N), отже ϕi ∝ N−2/3, тобто iррегулярнi сили стають iстотними

при вiдносно малiй кiлькостi частинок N в системi.

6.3.2 Задача N тiл для тороїдального розподiлу частинок в полi

центральної маси: постановка задачi

Вже згадана задача N тiл зводиться до чисельного iнтегрування рiвнянь

руху з урахуванням центральної маси:

ai = −GMc

R2

ri
r3i

+
Fi

mi
, (6.24)

де ai — прискорення i-ї частинки. Сумарна гравiтацiйна сила, що дiє на i-ту

частинку

Fi = −Gmi

R2

N∑
j=1

mj
ri − rj

(|ri − rj|2 + ε2)3/2
, (6.25)

ε – пом’якшувальний параметр (softening parameter), що дозволяє уникнути

нескiнченного зростання сили при зiткненнi частинок [64, 65]. З iншого боку,

введення цього параметра означає, що ми моделюємо не точковi частинки, а

мегачастинки сферичної форми з безрозмiрним радiусом ε, в якому розподiл

густини пiдкоряється закону Пламмера [201, 52]. Такi об’єкти в першому на-

ближеннi можуть описувати газопиловi хмари, як раз те, що i необхiдно нам

для дослiдження газопилових торiв в АЯГ. У наступних чисельних моделю-

ваннях в цьому роздiлi ми будемо вважати параметр ε = 0.01, але в роздiлi 7

ми продемонструємо, що цей параметр не впливає суттєво на розподiл части-

нок в рiвноважному станi (див. рис. 7.10). Зауважимо, що в цьому випадку

хмари проходять одна крiзь одну при зiткненнях. Подiбна постановка задачi
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N тiл є типовою при моделюваннi гравiтуючих об’єктiв.

Для чисельного розв’язку задачi багатьох тiл для великого числа части-

нок потрiбно досить багато комп’ютерного часу. Для того, щоб оптимально

вирiшувати такi задачi, ми використовуємо алгоритм паралельних обчислень

з використанням технологiї CUDA, яка дозволяє значно прискорити обчис-

лення за рахунок використання графiчних процесорiв (GPUs). Ця технологiя

особливо ефективна для задачi N тiл [104], оскiльки тут вiдбувається бага-

торазове повторення однiєї процедури (застосування алгоритму розв’язання

диференцiальних рiвнянь для кожної частинки системи). Чисельне моделю-

вання проводилося спочатку на графiчнiй вiдеокартi NVIDIA GeForce GTS

250 (192 CUDA Cores). Надалi розрахунки проводились на вiдеокартi NVIDIA

GeForce GTS 660 (1920 CUDA Cores). Часовому iнтервалу 1000 орбiталь-

них перiодiв вiдповiдає 10 годин машинного часу для метода Ейлера1 для

h = 1/1500. При цьому повна енергiя зберiгається на рiвнi 5 × 10−6, що є

хорошим наближенням.

Наша основна iдея полягає в тому, що тор може бути стабiльним внаслiдок

руху хмар по нахиленим орбiтам. Це дає можливiсть пояснити спостережува-

ну геометрично товсту структуру затiнюючого тору в активних ядрах галак-

тик. Дiйсно, в рамках розгляду речовини в торi як суцiльного середовища,

речовина рухається в цьому випадку паралельно екваторiальнiй площинi i

гравiтацiйнi сили прагнуть стиснути тор в диск. При розглядi тора у виглядi

клампованого середовища, що складається з хмар, в рамках класичної ме-

ханiки ми розумiємо, що площина орбiти кожної хмари повинна проходити

через центральну масу. Таким чином, товстий тороїдальний розподiл хмар

може бути забезпечено рухом хмар навколо центральної маси по нахиленим

орбiтам.

Для реалiзацiї цiєї iдеї i дослiдження стабiльностi тора ми будемо вико-

ристовувати в якостi початкових умов тор Кеплера з певним геометричним

параметром r0 (роздiл 6.1). Розв’язок для тора Кеплера дозволяє задати ор-

бiти частинок з необхiдними нахилами та ексцентриситетами i перерахувати

елементи орбiти кожної частинки в координати i компоненти її швидкостi.
Примiтка 1. Зауважимо, що iснують ефективнi алгоритми для задачi N тiл (див., наприклад, [152]).
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Однiєю з необхiдних умов досягнення системою частинок квазiрiвноваж-

ного стану є вiдсутнiсть квазiперiодичних флуктуацiй макропараметрiв ста-

тистичної системи. Для того, щоб перевiрити цю умову, ми будемо контролю-

вати значення кiнетичної, потенцiальної i повної енергiї системи кiлька разiв

протягом перiоду. Це також важливо для контролю точностi розрахункiв. У

доповнення до цього, для контролю динамiки системи ми будемо записувати

статистичнi макропараметри системи з тiєю ж частотою: координати центру

мас в перетинi тора (ηc, ζc) i ефективнi розмiри перетину, якi ми обчислюємо

наступним чином:

rη = 2

√√√√ 1

N

N∑
i=1

(ηi − ηc)2, rζ = 2

√√√√ 1

N

N∑
i=1

(ζi − ζc)2, (6.26)

де rη, rζ — вiдповiдно горизонтальний i вертикальний розмiри перетину, а

середнiй ефективний розмiр перетину:

ra =
√
(r2η + r2ζ)/2. (6.27)

Зауважимо, що в разi однорiдного кругового диска всi ефективнi розмiри,

якi визначенi таким чином, дорiвнюють радiусу диска. Сумарний кутовий

момент частинок в супутнiй системi координат визначаємо наступним чином:

Iθ =
N∑
i=1

(ηiζ̇i − ζiη̇i), (6.28)

де точкою позначено похiдну по часу. Надалi цей кутовий момент (6.28) ми

будемо називати "фiктивним" кутовим моментом, оскiльки вiн прив’язаний

до супутньої системи координат. Аналiз поведiнки фiктивного кутового мо-

менту дозволяє визначити ступiнь впорядкованостi (або хаотизацiї) напрям-

кiв руху частинок в перетинi тора. Також ми перiодично фiксуємо положення

(координати) всiх частинок в площинi перетину тора. Збираючи цi положення

протягом 10 орбiтальних перiодiв, отримуємо усереднений розподiл густини

частинок в перетинi тора i аналiзуємо змiну форми перетину протягом мо-

делювання. Еволюцiя перетину тора для рiзних значень r0 представлена у

виглядi анiмацiй на ресурсi http://astrodata.univer.kharkov.ua/agn/torus.
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6.3.3 Результати моделювання

Результати моделювання показують, що розподiл частинок у торi в рiв-

новажному станi вiдрiзняється вiд початкових умов (рис. 6.10). Початковий

Рис. 6.10. Злiва: тор Кеплера з r0 = 0.5, який використовується в якостi
початкових умов. Справа: рiвноважний розподiл частинок в торi пiсля 500
середнiх орбiтальних перiодiв для Mtorus/Mc = 0.056 i N = 8 192.

розподiл частинок в торi Кеплера (рис. 6.10 злiва) за рахунок самогравiтацiї

приходить до тороїдального розподiлу (рис. 6.10 справа), зберiгаючи геомет-

ричну товщину. Щоб проаналiзувати цей результат, ми проводимо дослiджен-

ня поведiнки основних характеристик системи.

Моделювання показує iстотну змiну кiнетичної i потенцiальної енергiй, яке

має мiсце на початковiй стадiї t < 20 (рис. 6.11), але при цьому повна енер-

гiя системи зберiгається. Iстотнi флуктуацiї потенцiальної енергiї пов’язанi

зi змiною форми поперечного перерiзу тора i розподiлом густини частинок

в ньому. Саме протягом цього короткого початкового iнтервалу розподiл ча-

стинок в торi iстотно змiнюється i тор досягає свого рiвноважного перетину

в формi овалу. При цьому бiльш гостра частина орiєнтована в бiк централь-

ної маси, а бiльш плоска — в зовнiшню область (див. пiдроздiл 6.3.4). Це як

раз протилежно початковому стану (тор Кеплера). Змiна форми перетину

показана в роздiлi 7.1.3 на рис.7.2. Цi перетини побудованi таким чином, що
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Рис. 6.11. Подвiйна сума кiнетичної i потенцiальної енергiї системи 2Ekin+Epot

протягом перших 100 орбiтальних перiодiв дляMtorus/Mc = 0.02 i N = 8 192.
Початковi умови вiдповiдають тору Кеплера з r0 = 0.3.

всi частинки зiбранi в одну меридiональну площину. Очевидно, що iстотнi

флуктуацiї енергiї виникають внаслiдок прагнення тора досягти свого рiвно-

важного стану, а саме, форми перетину тора, яка протилежна початковому

стану. Уже для часового iнтервалу t > 20 флуктуацiї кiнетичної i потенцiй-

ної енергiй незначнi. Це означає, що форма перетину тора бiльше iстотно

не змiнюється. Ми визначимо стан, при якому форма перетину тора не змi-

нюється iстотно, як рiвноважний. Рис. 6.11 показує, що теорема вiрiала за-

довольняється: 2Ekin + Epot ≈ 0, що характеризує стацiонарний або лiнiйно

нестацiонарний стан системи. З рис. 6.12 видно, що перетин тора поступо-

Рис. 6.12. Змiна розмiрiв перетину тора з масою Mtorus = 0.02Mc, що скла-
дається з N = 8 192 частинок протягом 1 800 орбiтальних перiодiв. Початко-
вий стан вiдповiдає тору Кеплера з r0 = 0.3.
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во збiльшується (розповзається) з часом. Поступове розповзання перетину

пов’язано з iррегулярнi силами, що виникають внаслiдок гравiтацiйної вза-

ємодiї мiж частинками. Дiйсно, iррегулярнi сили переважають над регуляр-

ними, якi створюються згладженим потенцiалом для розглянутого випадку

"легкого" тора (Mtorus/Mc = 0.02). Перiодичнi флуктуацiї розмiру перети-

на (рис. 6.12) пов’язанi з регулярною складовою потенцiалу тора. Як було

показано в пiдроздiлi 6.2.2, орбiта пробної частинки у внутрiшньому потен-

цiалi кругового тора в супутнiй системi належить до коробчатих орбiт. У

випадку задачi N тiл, коробчатi орбiти синхронiзуються на початковому ета-

пi, створюючи перiодичнi флуктуацiї поперечного перерiзу тора на рис. 6.12.

Амплiтуда цих коливань зменшується на пiзнiх етапах еволюцiї внаслiдок

розсинхронiзацiї коробчатих орбiт. Як наслiдок, фiктивний кутовий момент

Iθ (момент в супутнiй системi координат) також зменшується, що добре вид-

но на рис. 6.13. Система прагне до стану з Iθ → 0, тобто до рандомiзацiї

напрямкiв руху частинок в перетинi тора. Фiктивний кутовий момент також

вiдображає розгойдування перетину тора вiдносно центру мас. Зауважимо,

що повний кутовий момент системи зберiгається. На рис. 6.14 представлена

Рис. 6.13. Змiни фiктивного кутового моменту для тора з масою Mtorus =
0.02Mc i N = 8 192 протягом 1 800 орбiтальних перiодiв. Iθ нормований на
початкове значення, яке вiдповiдає тору Кеплера з r0 = 0.3.

змiна розмiрiв перетину для тора з великим початковим геометричним пара-

метром r0 = 0.7. Видно суттєву вiдмiннiсть вiд попереднього випадку тора
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з меншим початковим значенням r0 = 0.3 (рис. 6.12). З рис. 6.14 видно, що

Рис. 6.14. Змiна розмiрiв перетину тора з масою Mtorus = 0.109Mc, що скла-
дається зN = 8 192 частинок, протягом 1 800 орбiтальних перiодiв. Початковi
умови вiдповiдають тору Кеплера з r0 = 0.7.

розмiри перетину змiнюються iстотно на початковому етапi, що пов’язано з

iстотною змiною форми перетину тора. Надалi амплiтуда флуктуацiй змен-

шується i зникає пiсля t = 300. При цьому видно вiдмiннiсть вiд випадку

бiльш тонкого тора, тому що для товстого тора поперечний i поздовжнiй

розмiри перетину мiняються мiсцями. Таку поведiнку можна пояснити на-

ступним чином. У разi товстого тора перiоди коробчатих орбiт на початковiй

стадiї вiдрiзняються дуже сильно, що призводить до швидкої розсинхронiза-

цiї орбiт в перетинi тора. При цьому на еволюцiї перетину тора видно сильне

"розгойдування" , яке призводить до того, що форма перетину змiнюється

на протилежну в порiвняннi з початковим станом. Це пiдтверджує аналiз

змiни фiктивного кутового моменту, який зображений на рис. 6.15. Осци-

ляцiї фiктивного кутового моменту вiдображають коливання перетину тора

(в супутнiй системi координат). Починаючи з певного моменту, флуктуацiї

фiктивного моменту зникають i його значення близьке до нуля, що говорить

про повну рандомiзацiю напрямкiв руху частинок в перетинi тора. Таким

чином, перетин самогравiтуючого тора повiльно розповзається (вертикаль-

ний розмiр зростає повiльнiше, нiж горизонтальний). У рiвноважному станi

напрямки руху частинок в перетинi тора рандомiзованi. Вiдзначимо, що як-
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Рис. 6.15. Змiна фiктивного кутового моменту для тора з масою Mtorus =
0.109Mc i N = 8192 протягом 1800 орбiтальних перiодiв. Iθ нормований на
початкове значення, яке вiдповiдає тору з r0 = 0.7.

що центральна маса вiдповiдає значенню типової надмасивної чорної дiри в

центрi активного ядра галактики, наприклад, Mc = 107M�, тодi один ор-

бiтальний перiод (t = 1) для тора з великим радiусом R = 2 пк вiдповiдає

промiжку часу приблизно 80 000 рокiв. Бiльш докладно про застосування ре-

зультатiв до активних ядер галактик буде розглянуто в наступному роздiлi.

Таким чином, результати чисельного моделювання для N = 8 192 (рисунки

6.12 – 6.15) для часового iнтервалу 1 700 орбiтальних перiодiв вiдповiдає 136

млн рокiв, що можна порiвняти з часом життя активного ядра галактики.

Ми можемо оцiнити поведiнку системи для рiзного значення кiлькостi ча-

стинок i маси тора, використовуючи загальнi мiркування зоряної динамiки.

При взаємодiї частинок одна з одною деякi з них втрачають свою енергiю

i, вiдповiдно, переходять на бiльш низькi орбiти. Навпаки, кiнетична енер-

гiя iнших частинок зростає i вони переходять на бiльш витягнутi орбiти. Як

результат такої взаємодiї, зовнiшня межа тора поступово збiльшується. Зав-

дяки випадковiй природi взаємодiї частинок, ми можемо представити модуль

повного збiльшення швидкостi частинки �Vi як:

(�V )2 =
∑
i

(�Vi)2. (6.29)

В теорiї зоряної динамiки добре вiдомий наближений вираз для оцiнки дис-
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персiї швидкостi (�V )2, яке досягається протягом iнтервалу �t [52, 37]:

(�V )2 = 32πGm2�t ·D
(
1

V

)
ln

(
bmax

B

)
, (6.30)

де m — маса частинки, D — число частинок в одиницi об’єму, яке в разi рiв-

номiрного розподiлу пропорцiйне N . Опускаючи постiйнi коефiцiєнти i вва-

жаючи, що маса частинок m =Mtorus/N , вираз (6.30) приводимо до вигляду

(�V )2 ∝ G
M 2

torus

N
�t ln

(
bmax

B

)
. (6.31)

В якостi оцiнки прицiльного параметра bmax можна вибрати середню вiдстань

мiж частинками l̃. Тодi вираз для прицiльного параметра має вигляд

bmax ≈ l̄ =
3

√
2π2R3r20

N
(6.32)

i

B =
2GMtorus

NV 2
. (6.33)

У розглянутiй безрозмiрнiй системi

ln

(
bmax

B

)
≈ ln

(
N 2/3

M 2
torus

)
. (6.34)

Нехтуючи слабкою логарифмiчною залежнiстю (�V )2 вiдN iMtorus, ми оста-

точно отримуємо

(�V )2 ∼M 2
torus

�t
N
. (6.35)

Хоча вираз (6.35) було отримано для однозв’язної системи, вiн також може

бути застосований до тороїдального розподiлу частинок, що пiдтверджується

результатами моделювання. Наприклад, якщо N1 — число частинок в торi i

�t1 — iнтервал, протягом якого досягається певне значення дисперсiї швид-

костi, тодi з (6.35) випливає, що �t2 = �t1 · N2/N1, тобто те ж саме зна-

чення дисперсiї швидкостi для N2 = N1/2 буде досягатися протягом перiоду

�t2 = �t1/2. На рис. 6.16 показанi змiни розмiру перетину тора для рiзного

числа частинок. Чорнi кривi отриманi при моделюваннi тора з N1 = 16 384

на iнтервалi t1 = 3000. Сiрi кривi вiдповiдають тору з N2 = N1/2 = 8 192

частинок на iнтервалi �t2 = �t1/2 = 1 500 с з подальшим розтягуванням
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Рис. 6.16. Змiна перетину тора для початкових умов r0 = 0.3; Mtorus =
0.02Mc. Чорнi кривi отриманi моделюванням з N1 = 16 384 на iнтервалi
�t1 = 3000. Сiрi кривi вiдповiдають випадку N2 = N1/2 = 8 192 на
�t2 = 1 500 з подальшим розтягуванням в два рази.

отриманих кривих у два рази. Видно, що чорнi та сiрi кривi збiгаються з

хорошою точнiстю, що показує задовiльну роботу виразу (6.35).

Таким чином, отриманi результати показують, що на пiдставi моделю-

вання системи з меншою кiлькiстю частинок на вiдносно малому часовому

iнтервалi дозволяє передбачити стан системи з великою кiлькiстю части-

нок на бiльшому часовому iнтервалi вiдповiдно до виразу (6.35). Аналогiчно,

умови перемасштабування (6.35) може бути використанi для дослiдження

системи з рiзними значеннями маси тора Mtorus.

6.3.4 Рiвноважна форма перетину тора

Ми виявили з моделювання, що в рiвноважному станi перетин тора має

форму овалу з експоненцiйним розподiлом густини частинок. При цьому ста-

бiльнiсть тора досягається за рахунок того факту, що хмари рухаються в

ньому по нахиленим орбiтам.

У роздiлi 4, де дослiджувався гравiтацiйний потенцiал тора, ми виявили,

що зовнiшнiй потенцiал однорiдного кругового тора не строго дорiвнює по-

тенцiалу нескiнченно тонкого кiльця, що може бути пов’язано з тим, що гаус-



230

Рис. 6.17. Злiва верхнiй: червоними точками показано розподiл частинок в пе-
ретинi тора, отримане в рамках задачi N тiл для Mtorus/Mc = 0.01, r0 = 0.7,
N = 8192. Поверхня отримана шляхом фiтiнгу перетину овалом з експо-
ненцiйним розподiлом густини (6.36). Справа верхнiй: профiлi розподiлу при
ζ = 0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8. Нижнiй: вiдповiднi iзоденси в меридiональнiй пло-
щинi тора (поперечний перетин тора). Для порiвняння показано круговий
перетин (прозоре жовте коло).

сова кривизна поверхнi тора змiнює знак при обходi по малому контуру. При

цьому можна припустити, що для "компенсацiї" впливу кривизни перетин

тора має вiдрiзнятися вiд кругового. З чисельного моделювання видно, що

перетин рiвноважного гравiтуючого тора дiйсно вiдрiзняється вiд кругового i

близький до овалу. Це пов’язано з тим, що внутрiшня (по вiдношенню до цен-

тру симетрiї) область вiдчуває бiльше тяжiння з боку решти об’єму тора, нiж

зовнiшня. Тому iнтуїтивно зрозумiло, що внутрiшня частина повинна мiстити

менший об’єм, а зовнiшня, навпаки, бiльший. Це якраз i досягається за раху-
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нок овалоїдної форми перетину. Звичайно, тут також грає роль центральна

маса, яка додатково створює тяжiння до центру симетрiї. Однак оскiльки

гравiтацiйне поле центральної маси iзотропне, це не порушує нашi поперед-

нi мiркування про зв’язок форми перетину тора i гауссовою кривизною його

поверхнi.

Для того, щоб отримати аналiтичний вираз для форми перетину i розподi-

лу частинок, ми зробимо таку процедуру. Коли тор досягає свого рiвноважно-

го стану (через 1000 орбiтальних перiодiв), осереднимо розподiл частинок по

координатам на iнтервалi 100 орбiтальних перiодiв (рис. 6.17, червонi точки),

а потiм апроксимуємо отриманий розподiл функцiєю виду:

n(η, ζ; r0) = n0(r0) exp[−f(η, ζ; r0)], (6.36)

де n0 — число частинок на максимумi розподiлу. Для спрощення ми покладе-

мо n0 = 1. Очевидно, що ln(n/n0) = f(η, ζ) є рiвнянням iзоденс на рiвнi n/n0
для даного розподiлу густини (6.36). Оскiльки iзоденси мають форму овалу,

ми апроксимуємо функцiю f у виглядi степеневого ряду за координатами у

виглядi:
f(η, ζ) = c+ a1η + a2η

2 + b2ζ
2 + a3η

3+

+t12ηζ
2 + a4η

4 + b4ζ
4 + t22η

2ζ2.
(6.37)

На рис.6.17 показана результуюча поверхня, яка вiдображає згладжений роз-

подiл густини в перетинi тора, а також профiлi густини та вiдповiднi iзоденси

для тора, маса якого становить 1 вiдсоток вiд центральної маси. При цьому

початковий розподiл частинок вiдповiдає геометрично товстому тору Кепле-

ра з r0 = 0.7.

На рис. 6.18 показанi усереднений розподiл густини в перерiзi рiвно-

важного тора, що складається з N = 8 192, для чотирьох рiзних по-

чаткових умов (через 1000 орбiтальних перiодiв). Параметри (Mtorus i r0)

були обранi таким чином, щоб в початковому станi всi чотири випадки

вiдповiдали торам з однаковими значеннями початкової об’ємної густини:

κtorus =Mtorus/(2π
2R3r20) = const. Цю умову ми наклали для того, щоб уник-

нути впливу рiзної об’ємної густини на форму перетину тора, яку можна

дослiдити окремо. Однак проводилися рiзнi чисельнi експерименти, включа-
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Рис. 6.18. Усереднений розподiл густини частинок в рiвноважному перетинi
тора, що складається з N = 8192 для рiзних значень маси i геометричного
параметра: a) r0 = 0.3, Mtorus = 0.02Mc, b) r0 = 0.5, Mtorus = 0.056Mc, c)
r0 = 0.6, Mtorus = 0.08Mc, d) r0 = 0.7, Mtorus = 0.109Mc. Розподiл густини
представлено в цилiндричних координатах (η; ζ), центральна маса знаходить-
ся в точцi з координатами (−1, 0).

ючи змiну початкової форми перетину тора за рахунок змiни елiптичностi q

в торi Кеплера, якi, тим не менш, приводили до форми перетину, близької до

овалу. У наступному роздiлi ми розглянемо вплив суттєво рiзних початкових

умов на рiвноважну форму перетину тора.

Таким чином, ми прийшли до наступних висновкiв.

1. Гравiтуючий тор з масою � 0.1Mc стабiльний на часових масштабах,

порiвнянних з часом життя астрофiзичних об’єктiв.

2. У загальному випадку рiвноважний перетин тора має форму овалу, а

напрями векторiв швидкостi частинок в перетинi рандомiзованi.

3. Розподiл густини частинок в перетинi тора пiдпорядковується гаус-

совому розподiлу з максимумом, близьким до центру перетину тора.

В даному моделюваннi ми припускали, що хмари (частинки) не змiнюють

своєї форми при близькому проходженнi i зiткненнях. Реальнi хмари в за-

тiнюючих торах АЯГ можуть iстотно змiнювати свою форму в результатi

припливної взаємодiї або збиратися в одну хмару при зiткненнях. Отже, ви-

никає питання: як хмари можуть виживати на тривалому часовому iнтервалi?

В роботi [171] це питання було детально розглянуто. Основна iдея полягає в

наступному. При близькому проходженнi хмар, за рахунок припливного роз-

тягування, хмари можуть розпадатися на хмари менших розмiрiв. З iншого

боку, при непружному зiткненнi хмари будуть збиратися у великi об’єми. За
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оцiнками, цi два процеси одного порядку, тому вони в середньому можуть

компенсувати один одного, зберiгаючи таким чином загальну кiлькiсть хмар

постiйним. У нашiй моделi для пояснення геометричної товщини тора необ-

хiдно, щоб хмари в початковому станi рухалися по нахиленим орбiтам, тому

розглянутi вище процеси повиннi слабо впливати на рiвноважну форму пере-

тину. Рух хмар в початковому станi по нахиленим орбiтам може забезпечува-

тися наявнiстю вiтру в АЯГ i зовнiшньою акрецiєю, що буде обговорюватися

в наступному роздiлi.
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ВИСНОВКИ ДО РОЗДIЛУ 6

Показано, що iстотну роль в стабiльностi тора вiдiграє центральна маса. А

саме, за рахунок самогравiтацiї тор повинен стискатися по великому радiусу.

Щоб компенсувати це стиснення, необхiдна наявнiсть вiдцентрових сил, отже,

важливу роль вiдiграє орбiтальний рух, який i забезпечує центральна маса.

Дослiджено рух пробної частинки у внутрiшньому гравiтацiйному потен-

цiалi тора з урахуванням центральної маси на основi наближених виразiв,

знайдених в попереднiх роздiлах. Отримано аналiтичний розв’язок рiвнянь

руху i показано, що в такiй системi орбiта частинки незамкнена i належить до

типу коробчатих орбiт. При певних параметрах можливе iснування в супут-

нiй системi гало-орбiт, якi подiбнi нестiйким гало-орбитам Фаркуара навколо

колiнеарних точок Лагранжа в задачi трьох тiл (наприклад, в точцi L2). Гало

орбiти у внутрiшньому потенцiалi тора i центральної маси є стiйкими i, за пев-

них початкових умов, iснують навiть квазiзамкненi гало-орбiтi. Можливо, що

подiбнi орбiтi близькi до геодезичних на поверхнi тора. Показано, що в рам-

ках задачi двох тiл (кожна частинка i центральна маса) можливо сформувати

тор, що складається з N частинок, орбiти яких не перетинаються, а товщина

тора забезпечується наявнiстю розкиду по нахилам i ексцентриситетам. При

цьому нахил орбiт задається за певним законом i залежить вiд ексцентриси-

тетiв орбiт. Оскiльки рух частинок в такому торi кеплерiвський, ми назвали

його "тор Кеплера". Тор Кеплера є узагальненням кеплерiвського диска та

зручний в дослiдженнi задачi про стабiльнiсть гравiтуючого тора. В рамках

задачi N тiл дослiджено стабiльнiсть самогравiтуючого тора, що знаходить-

ся в гравiтацiйному полi центральної маси. Показано, що тор залишається

стабiльним на промiжках часу, порiвнянних з часом життя астрофiзичних

об’єктiв. Рiвноважний перетин тора має форму овалу з гауссовим розподiлом

частинок в його перерiзi. При цьому тор залишається геометрично товстим

навiть пiсля значного часу моделювання, що дає можливiсть пояснити iсну-

вання геометрично товстих торiв в активних ядрах галактик.

Основнi положення цього роздiлу викладенi у публiкацiях автора [15, 16,

57, 79, 81, 61, 222, 93, 95, 96].
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РОЗДIЛ 7

ФIЗИЧНI ВЛАСТИВОСТI I ФОРМУВАННЯ ГАЗОПИЛОВИХ
ТОРIВ В АКТИВНИХ ЯДРАХ ГАЛАКТИК

Цей роздiл присвячено дослiдженню фiзичних властивостей газопилового

тора в межах моделi, запропонованої в роздiлi 6. З чисельного моделювання

можна зробити висновки про умови затiнення, а також отримати оцiнки чис-

ла хмар, що формують затiнюючу структуру та їх розподiл. Також важливим

є питання про вплив початкових умов. У попередньому роздiлi ми вибрали в

якостi початкових умов – елiптичний тор Кеплера. Нижче буде дослiджено

еволюцiю для двох iнших початкових умов. Розглядаючи фiзичнi властиво-

стi тора, що складається з хмар, ми отримаємо формули для температури

хмар, нагрiтих акрецiйним диском. Також ми обговоримо сценарiй форму-

вання тора та фiзичнi характеристики хмар. На основi аналiзу динамiки, буде

запропонована iнтерпретацiя спостережних даних ALMA для сейфертiвськой

галактики NGC 1068.

7.1 Вплив початкових умов на рiвноважну форму
самогравiтуючого тора

В даному роздiлi дослiджується можливий вплив початкових умов на кiн-

цевий розподiл частинок, коли система досягає свого рiвноважного стану. Це

важливо для розумiння ролi початкових ексцентричних орбiт i їх впливу на

стабiльнiсть самогравiтуючого тора в АЯГ. У свою чергу, такий аналiз мо-

же дати iнформацiю про умови, якi призвели до формування геометрично

товстих затiнюючих торiв. Також аналiз розподiлу хмар необхiдний для по-

дальшої побудови кривих обертання АЯГ та iнтерпретацiї даних ALMA.

В роздiлi 6 ми вказували, що при формуваннi тора ми використовуємо

деякi початковi умови. При цьому ми з’ясували, що на рiвноважну форму

перетину тора буде впливати розподiл по нахилам i ще по двом елементам

(великi пiвосi i ексцентриситети орбiт). Обмежимося двома граничними ви-

падками: розкид орбiт по ексцентриситетам зi значеннями великих пiвосей,
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рiвними великому радiусу тора (R = 1), i протилежний випадок – розкид

по великим пiвосям з ексцентриситетами, рiвними одиницi. Перший випадок

вiдповiдає елiптичному тору Кеплера, який ми використовували у якостi по-

чаткових умов в попередньому роздiлi. У цьому пiдроздiлi ми розглянемо

другий iдеалiзований випадок, який будемо називати круговим тором Кепле-

ра, оскiльки вiн сформований з частинок, що рухаються по круговим орбiтам.

7.1.1 Круговий тор Кеплера

Сформуємо тор з частинок, якi рухаються по незбуреним круговим орбiтам

(ek = 0) i мають розкид по великим пiвосям i нахилам. При цьому великi

пiвосi ak = 1+ηk, де ηk = [−r0, r0], а нахил для кожної частинки визначаються

наступним чином:

ik = arccos
(
1 + a2k − r20

2ak

)
. (7.1)

Вираз (7.1) отримано з простих геометричних мiркувань. Оскiльки для кру-

гової орбiти не iснує перiцентрової вiдстанi, то тут достатньо задати значення

висхiдного вузла Ω випадковим чином в межах вiд 0 до 2π. Тодi координати

частинок знаходимо за формулами (6.2) з заданими умовами, в яких робимо

замiну r = a i ν = M̃ , де M̃ – середня аномалiя, n = a−3/2 – кутова швидкiсть

(в системi одиниць G =Mc = 1). Вiдповiднi компоненти швидкостi легко от-

римати для цього випадку, диференцiюючи вираз для координат (6.2). На

Рис. 7.1. Траєкторiї частинок в супутнiй системi в елiптичному (а) i круго-
вому (б) торах Кеплера; (в) — випадковий розподiл частинок за елементами
орбiт при наявностi анiзотропiї (всi частинки зiбранi в одну площину). Цен-
тральна маса розташована в точцi (0,0).

рис. 7.1 б показанi траєкторiї 20 частинок в супутнiй системi для кругового
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тора Кеплера. На вiдмiну вiд елiптичного тора Кеплера (див. пiдроздiл 6.1),

де орбiти частинок в супутнiй системi замкненi (рис. 7.1 а), а великi пiвосi i

перiоди орбiт однаковi, в круговому торi Кеплера орбiти частинок в супут-

нiй системi не замкнутi (рис. 7.1 б), а перiоди цих частинок рiзнi, тому що

рiзнi великi пiвосi орбiт (Tk ∝ a
3/2
k ). Якщо нахили всiх частинок покласти

рiвними нулю (при незмiнних великих пiвосях), то круговий тор Кеплера ви-

роджується в кеплерiвський диск. Таким чином, такий двозв’язний об’єкт, як

тор, характеризується в рамках даної задачi двома граничними випадками

при нульових нахилах всiх частинок: елiптичний тор Кеплера вироджується

в нескiнченно тонке кiльце, а круговий тор Кеплера — в кеплерiвський диск.

Тобто тор Кеплера є узагальненням кеплерiвського диска.

7.1.2 Випадковий розподiл частинок за елементами орбiт

Отже, в елiптичному торi Кеплера всi великi пiвосi частинок були рiвнi,

а в круговому, навпаки, однаковi ексцентриситети всiх частинок. Тут ми ви-

беремо в якостi початкових умов випадок, коли всi елементи орбiт заданi

випадковим чином (в тому числi ексцентриситети, нахили i великi пiвосi).

Оскiльки тор є двозв’язною фiгурою, для його формування необхiдна наяв-

нiсть анiзотропiї, яку ми врахуємо в цьому початковому розподiлi. А саме, ми

виключимо частинки з двох взаємопротилежних тiлесних кутiв, якi вiдповi-

дають нахилам ±60◦ < i < ±120◦ (позитивнi значення вiдповiдають верхнiй

пiвплощинi, а негативнi — нижнiй). Вiдразу вiдзначимо, що такий початко-

вий стан може вiдповiдати реальнiй картинi в активних ядрах галактик, коли

хмари, набуваючи додаткового iмпульсу за рахунок наявностi вiтру, можуть

подолати гравiтацiйнi сили з боку центральної маси (i тора) i "залишити" си-

стему (див. пiдроздiл 7.3 з обговоренням сценарiю формування тора в АЯГ).

7.1.3 Чисельне моделювання

Як приклад, в цьому пiдроздiлi ми розглядаємо випадок, коли маса тора

становить 5 вiдсоткiв вiд центральної маси. В [57] була представлена еволюцiя

перетину тора, зафiксованi при рiзних моментах часу: вiд початкового стану

(тор Кеплера), через 25 перiодiв i рiвноважний стан для Mtorus/Mc = 0.045,
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0.056, 0.07. На рис.7.2 показанi бiльш детально результати моделювання для

тора, початковий стан якого вiдповiдає елiптичному тору Кеплера. Тимчасо-

Рис. 7.2. Еволюцiя перетину тора з масою Mtorus = 0.05Mc i N = 8192
вiд початкового стану — елiптичний тор Кеплера (перший рисунок звер-
ху) через часовi iнтервали, нормованi на середнi орбiтальнi перiоди t =
0, 25, 50, 75, 100, 150, вiдповiдно (див. [57])

Рис. 7.3. Розподiл частинок в рiвноважному станi тора за ексцентриситетами.

ву еволюцiя форми перетину тора, крiм [57], можна також побачити в якостi

анiмацiї на ресурсi http://astrodata.univer.kharkov.ua/agn/ torus. Крiм того,
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Рис. 7.4. Еволюцiя перетину тора вiд початкового стану – круговий тор
Кеплера (перший рисунок зверху) через часовi iнтервали, нормованi на се-
реднi орбiтальнi перiоди t = 0, 25, 50, 75, 100, 150, 200, 1000. Решта початкових
умов такi ж, як i на попереднiх рисунках.

в цiй роботi вперше була висловлена iдея про аналiз розподiлу хмар в торi

не тiльки за швидкостями, а й за елементами орбiт, що важливо для розу-

мiння особливостей динамiки в торi в застосуваннi до моделi активного ядра

галактики.

Видно, що через 25 середнiх перiодiв перетин тора iстотно змiнюється. Фак-

тично, до цього моменту всi частинки схлопиваются в диск, але вже через

наступнi 25 перiодiв видно, що перетин продовжує еволюцiонувати, досягаю-

чи рiвноважного стану на t = 150. Як зазначалося в попередньому роздiлi,

така iстотна змiна форми перетину в процесi еволюцiї до рiвноважного стану
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пов’язана з тим, що форма перетину в початковому станi iстотно вiдрiзняєть-

ся вiд рiвноважної. На рис. 7.3 показано розподiл частинок за ексцентрисите-

тами, де видно, що зовнiшня границя тора сформована частинками з бiльшим

значенням ексцентриситету (див. обговорення нижче).

Наступний рисунок 7.4 демонструє еволюцiю самогравiтуючого тора вiд

початкового стану – кругового тору Кеплера. Для цього випадку видно, що

через 25 перiодiв розподiл частинок змiнився не iстотно: частинки змiщують-

ся в область ближче до центральної маси, таким чином створюючи неодно-

рiдний розподiл в перерiзi. Через наступнi 25 перiодiв помiтна фрагментацiя

i значне збiльшення щiльностi частинок ближче до центральної маси, що

зрештою призводить до збiльшення фiктивного моменту i розгойдування пе-

ретину, що у свою чергу призводить до бiльш активної еволюцiї тора. На

Рис. 7.5. Еволюцiя перетину тора вiд початкового стану – випадковий роз-
подiл за елементами орбiт (перший рисунок зверху) через часовi iнтервали,
нормованi на середнi орбiтальнi перiоди t = 0, 25, 50, 75, 100, 250. Решта по-
чаткових умов такi ж, як i на попереднiх рисунках.

рис.7.5 показана еволюцiя тора, коли початковим станом є випадковий роз-

подiл частинок по всiх елементах орбiт. Видно, що перетин тора змiнюється

практично вiдразу, але потiм вiн довго приходить в рiвноважний стан.
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На рис.7.6 показанi результати чисельного моделювання для рiзних по-

чаткових умов, досягнутих через 1000 орбiтальних перiодiв. Всi координати

Рис. 7.6. Розподiл частинок, досягнутий через 1000 орбiтальних перiодiв вiд
рiзних початкових станiв. Верхнi рисунки – початковим розподiлом є елiп-
тичний тор Кеплера (r0 = 0.5); середнi – круговий тор Кеплера (r0 = 0.5);
нижнi – випадковий розподiл за елементами орбiт. Лiва колонка: проекцiя на
площину симетрiї тора; середня колонка: вид з ребра; права колонка: всi ча-
стинки зiбранi в одну площину, яка перпендикулярна екваторiальнiй площинi
симетрiї. Для всiх випадкiв Mtorus = 0.05Mc i N = 8192.

на рис. 7.6 нормованi на великий радiус тора: (x, y, z) −→ (x/R, y/R, z/R),

ρ =
√
x2 + y2. Оскiльки моделювання проводилося в системi одиниць G =

Mc = R = 1, то ζ = z. На рисунках 7.2, 7.4, 7.5, 7.7 представлено розподiл

густини в перетинi тора, який було отримано в такий спосiб. Всi частинки
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Рис. 7.7. Розподiл густини частинок в рiвноважному перетинi тора для трьох
рiзних випадкiв початкових умов: лiвий елiптичний тор Кеплера, середнiй
круговий тор Кеплера, правий – випадковий розподiл за елементами орбiт
при наявностi анiзотропiї. Всi iншi параметри вiдповiдають рис.7.6.

збираються в одну площину, перпендикулярну екваторiальнiй площинi то-

ра (приклад на рис. 7.6 –– права колонка). При цьому площина дiлиться на

сiтку 500 × 500 i для кожної клiтинки пiдраховується кiлькiсть частинок,

що займають дану клiтинку. Бiльш свiтлi кольори на рис. 7.7 вiдповiдають

максимальнiй кiлькостi частинок, а темнiшi - мiнiмальнiй, вiдображаючи, та-

ким чином, розподiл щiльностi в перетинi тора. Масштаб за координатами

(l1, l2) на рис.7.7 пов’язаний з координатами (ρ, ζ) наступним чином: по осi

абсцис l1 = 250ρ, а по осi ординат l1 = 250z + 200 (рис. 7.7 лiвий i серед-

нiй) i l1 = 250(z + 1) (рис. 7.7 правий). Видно, що у всiх трьох випадках

(рис. 7.6, 7.7) тор в середньому зберiгає геометричну товщину, що є резуль-

татом дiї iррегулярних сил мiж частинками. Дiйсно, при взаємодiї частинок

однi з них втрачають енергiю i переходять на бiльш низькi орбiти, а енергiя

iнших — збiльшується i вони можуть переходити на бiльш витягнутi i на-

хиленi орбiти. В результатi таких взаємодiй межа перетину тора поступово

збiльшується, що може пояснювати гауссiв розподiл частинок в його перерiзi

(рис. 7.7). При цьому розподiл частинок в площинi симетрiї тора (рис. 7.6

лiва колонка) слабо вiдрiзняються для розглянутих трьох випадкiв початко-

вих умов, але товщина тора залежить вiд початкових умов (рис. 7.6 середня i

права колонки). Так, якщо початковою умовою є круговий тор Кеплера, то в

рiвноважному станi геометрична товщина тора менше (рис. 7.7 середнiй), нiж

в разi, коли в початковому станi використовувався елiптичний тор Кеплера
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(рис. 7.7 лiвий). Це означає, що не тiльки нахили, але i елiптичностi орбiт

грають важливу роль в стабiльностi самогравiтуючого тора. Якщо в почат-

ковому станi всi елементи орбiт задаються випадковим чином (при наявностi

анiзотропiї), то в рiвноважному станi розподiл частинок формує ще бiльш

товстий тор в порiвняннi з двома попереднiми випадками (рис. 7.7 правий).

При цьому перетин тора вiдрiзняється вiд овалоїдної форми.

Таким чином, для стабiльностi товстого тора необхiдно, щоб в початковому

станi елементи орбiт хмар мали розкид не тiльки по нахилам, а й по ексцен-

триситетам. Як при цьому змiнюються розподiли частинок за елементами

орбiт, ми розглянемо в наступному роздiлi.

7.1.4 Розподiл частинок (хмар) за елементами орбiт

в самогравiтуючому торi

В результатi моделювання для заданих початкових умов ми отримуємо ко-

ординати i швидкостi кожної частинки системи. Частинки взаємодiють одна

з одною за рахунок сил гравiтацiї i змiнюють свої траєкторiї в процесi ру-

ху. Ми можемо знайти елементи орбiт частинок на певний обраний момент

часу (миттєвi значення), обмежуючись задачею двох тiл (центральна маса

i частинка тора). В цьому випадку ми використовуємо вiдомi вирази для

визначення елементiв орбiт за отриманими значеннями їх координат i швид-

костей. Подiбним чином оцiнювалась змiна елементiв орбiт при русi супутни-

ка в гравiтацiйному полi Землi i Мiсяця в рамках задачi трьох тiл [61, 222].

При цьому враховувалась змiна координат i швидкостi супутника на кожно-

му кроцi за рахунок взаємного гравiтацiйного впливу Земля + Мiсяць (за-

дача 3-х тiл), а потiм вiдбувався перехiд до елементiв орбiти супутника. Ми

використовували для цього формули для елементiв орбiт елiптичного руху.

Дiйсно, реальна орбiта, яка отримана чисельним розв’язком задачi 3-х тiл,

вiдрiзняється вiд замкнутої елiптичної орбiти внаслiдок впливу гравiтацiй-

ного поля Землi, яка є в данiй задачi збурюючим тiлом. Зауважимо, що ми

розглядали полярну орбiту (апоцентр 5000 км i перицентр порядку 100 км).

При переходi до елементiв орбiт, оскiльки збурююча сила мала, ми можемо

представити реальну орбiту в першому наближеннi як елiптичну (рiшення
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задачi двох тiл), але кеплерiвськi елементи якої є функцiями, залежними вiд

часу, тобто, елементи орбiт змiнюються в кожний момент часу вiдповiдно

до змiн координат i компонентiв швидкостi. Як видно з [61, 222], перiодичнi

змiни великої пiвосi та нахилу орбiти супутника вiдображають рiзну орiєнта-

цiю площини орбiти супутника щодо меридiональної площини Земля–Мiсяць.

Згаданий метод являє собою метод обвiдної, а спiльним розв’язком є обвiдна

частинних розв’язкiв. В небеснiй механiцi в збуреному русi цей метод назива-

ють методом оскулюючих елементiв. Подiбний метод ми також використову-

вали в роботi [80], де форма ударного фронту також визначалася побудовою

обвiдних частинних розв’язкiв, отриманих методом роздiлення змiнних. В

даному випадку на кожну хмару в торi постiйно дiє збурююча сила з боку

iнших хмар, тобто елiптична орбiта, яка була б тiльки для випадку "хмара i

центральна маса" , в даному випадку збурюється пiд дiєю гравiтацiйних сил з

боку iнших (N−2) хмар системи. При прагненнi до рiвноважного стану змiни

координат i компонент швидкостi хмар можуть бути iстотними, що навiть мо-

же призводити до суттєвих змiн траєкторiй. Однак ми можемо припустити,

що при досягненнi рiвноважного стану в середньому хмари перерозподiля-

ються за елементами орбiт. Чи рухаються хмари на внутрiшнiй межi тора

по круговим орбiтам або ж вони проходять через перицентр, а потiм, рухаю-

чись по елiптичним орбiтам, формують зовнiшню межу тора? Цi питання є

важливими для розумiння не тiльки динамiки, але й ефектiв перевипромiню-

вання хмар в торi. Для вiдповiдi на поставленi питання ми фiксуємо отриманi

чисельно в рамках задачi N тiл значення координат i компонент швидкостi

кожної хмари та визначаємо по ним вiдповiднi елементи орбiт.

Для аналiзу в рамках задачi N тiл досить обмежитися тiльки змiнами

нахилу, великої пiвосi i ексцентриситету [28]

i = arccos
(
Cz

C

)
, a =

1

2/r − V 2
, e =

√
1− C2

a
, (7.2)

де C = r×V – вектор повного кiнетичного моменту системи "частинка i цен-

тральна маса" , C – його модуль, V – модуль швидкостi частинки. Коорди-

нати i швидкостi переобчислюються на кожному кроцi в рамках задачi N-тiл.

Потiм ми визначаємо елементи орбiти на даний момент часу по формулам
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Рис. 7.8. Гiстограми розподiлу частинок в торi по нахилах (а) i ексцентриси-
тетах (б) для початкового стану (t = 0) та через 20 i 500 середнiх орбiтальних
перiодiв. Моделювання проводилося для тора з M = 0.05Mc i N = 8192. В
якостi початкових умов ми використовували елiптичний тор Кеплера.

(7.2) i повторюємо це на кожному кроцi. Таким чином, ми можемо простежи-

ти за миттєвими значеннями елементiв орбiт хмар в торi. На рис. 7.8 пред-

ставленi розподiли частинок по нахилам i ексцентриситетам на рiзних етапах

еволюцiї тора. Для даного випадку в якостi початкових умов ми використову-

вали елiптичний тор Кеплера. Добре видно, що в першi 20 перiодiв елементи

орбiт частинок значно змiнюються в порiвняннi з початковим станом. При

цьому вiдбувається перерозподiл орбiт частинок по нахилам (рис. 7.8а), тому

що пiд дiєю самогравiтацii форма перетину тора змiнюється. Моделювання

показує (див. також [27]), що вже через сотню перiодiв розподiл частинок по

нахилам i ексцентриситетам практично не змiнюється, що вiдображає досяг-

нення системою свого квазiрiвноважного стану.

З рис. 7.9 видно, що початковий розкид по ексцентриситетам впливає на

розподiл частинок по нахилам в рiвноважному станi тора. Якщо в початково-

му станi тор був сформований з частинок, що рухаються по круговим орбiтам

з розкидом по великим пiвосям, то до рiвноважного стану розподiл части-

нок змiщується в бiк менших нахилiв. Це призводить до бiльш сплющеного

тору. Якщо ж в початковому станi частинки мали розкид по ексцентрисите-

там (при рiвних великих пiвосях), то в рiвноважному станi iснують частинки

з великими нахилами, що призводить до формування бiльш товстого тора.

При випадковому початковому розподiлi частинок по всiм елементам орбiт,

остаточно отримуємо пологий розподiл частинок по нахилам (рис. 7.9 а). В
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Рис. 7.9. Гiстограми розподiлу частинок по нахилам (а) i ексцентриситетам
(б) через 1000 орбiтальних перiодiв вiд рiзних початкових станiв: елiптичний
тор Кеплера (синi бари), круговий тор Кеплера (червонi бари) i випадко-
вий розподiл частинок за елементами орбiт (зеленi бари). Всi iншi параметри
вiдповiдають рис.7.6.

цьому випадку присутнi частинки з досить високими нахилами аж до 80◦. Це

призводить фактично до формування товстої тороїдальної структури з роз-

митими межами, що вимагає спостережуваний спектральний розподiл енергiї

в IЧ-дiапазонi (див., наприклад, [189, 190] та обговорення в пiдроздiлi 1.1.6).

Вiдмiнностi в розподiлi частинок по ексцентриситетам для цих двох останнiх

випадкiв виявляються не таким значними (рис. 7.9 б). Вiдзначимо, що в разi,

коли в початковому станi всi частинки мали круговi орбiти (круговий тор

Кеплера), через 1000 орбiтальних перiодiв розподiл частинок по ексцентри-

ситетам має гауссiв характер, що також пiдтверджує досягнення системою

рiвноважного стану.

При моделюваннi, як приклад, ми обмежилися випадком, коли маса тора

становить 5 вiдсоткiв вiд маси надмасивної чорної дiри, а кiлькiсть части-

нок N = 8192. Такий вибiр цiлком обґрунтований. Оцiнити масу тора можна

тiльки по кривим обертання, якi були отриманi за спостереженнями мегама-

зерного випромiнювання в декiлькох найближчих сейфертiвських галакти-

ках. Для цих об’єктiв значення маси тора не перевищують 10 вiдсоткiв вiд

центральної маси, тому в якостi верхньої межi для моделювання ми i обме-

жилися Mtorus = 0.05Mc.

На рис. 7.10 показанi гiстограми розподiлу хмар по нахилам, ексцентриси-

тетам i великим пiвосям для рiзних значень параметра ε, тобто для рiзних
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Рис. 7.10. Гiстограми розподiлу частинок по нахилам (лiворуч), ексцентриси-
тетам (середнiй) i великим пiвосям (Справа) через 1000 орбiтальних перiодiв
вiд рiзних вiдносних значень розмiру хмар ε (пом’якшуючий параметр). Всi
iншi параметри вiдповiдають рис. 7.6.

масштабiв хмар. Видно, що цей параметр слабо впливає на поведiнку систе-

ми.

7.2 Кривi обертання та динамiка в торi активних ядер галактик

Як зазначалося ранiше, для побудови кривих обертання в торi необхiдно

знати розподiл частинок (хмар) за швидкостями по перетину тора. Чисельне

моделювання показує, що якщо в якийсь момент зафiксувати всi частинки,

то на площинi ексцентриситет-нахил вони заповнюють практично всю пло-

щу, тобто їх розподiл випадковий. Таким чином, можна припустити, що внут-

рiшню або зовнiшню межу тора будуть заповнювати частинки з випадковим

набором елементiв орбiт, також як i в центрi перетину тора. Подiбний рух, а

також вiдмiннiсть гравiтацiйного потенцiалу тора [81] вiд потенцiалу товстого

диска, повиннi приводити до некеплерiвської кривої обертання.

На рис. 7.11 (лiвий) показано розподiл хмар в рiвноважному перетинi то-

ра, де кольором вiдображено вiдмiннiсть швидкостi частинок вiд кругової

швидкостi (для випадку кеплеровського диска). Видно, що внутрiшня межа

тора (чорнi точки) утворена частинками, швидкiсть яких у два рази менше

кеплерiвської швидкостi. Таким чином, хмари на зовнiшнiй межi будуть ру-

хатися повiльнiше в порiвняннi з рухом в кеплерiвському диску. В "носику"

тора, поблизу центральної маси, навпаки, хмари рухаються з суперкеплерiв-
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Рис. 7.11. Розподiл частинок в перетинi тора. Злiва: кольором показано вiд-
хилення швидкостi хмар (V ) вiд кеплеровського (Vkep) значення: V/Vkep − 1.
Справа: колiр вiдображає значення ексцентриситетiв орбiт.

скими швидкостями, що може створювати додатковi ефекти, пов’язанi з вiд-

ривом хмар вiд тора з подальшим пiдживленням акрецiйного диска.

Зазначимо, що хмари в торi здiйснюють орбiтальний рух в гравiтацiйному

полi центральної маси. За рахунок того, що орбiти хмар мають розкид по

ексцентриситетам i нахилам, вони i формують тороїдальну структуру. Хоча

орбiти хмар зазнають збурення внаслiдок їх взаємного тяжiння, в середньому

їх швидкiсть поблизу центру перетину тора визначається орбiтальною швид-

кiстю:

V 	 210 км/с
(

Mc

107M�

)1/2 ( r

1 пк

)−1/2
. (7.3)

Орбiтальний перiод хмари можна оцiнити як:

P 	 30 000 рокiв ·
(

Mc

107M�

)−1/2 ( r

1 пк

)3/2
. (7.4)

Для центральної маси Mc = 107M� швидкiсть має значення V = 150 км/с

на вiдстанi r = 2 пк i вiдповiдний орбiтальний перiод P 	 80 000 рокiв.

Внутрiшня межа тора (rmin) сформована хмарами, якi рухаються по сильно

витягнутим орбiтам i проходять перицентр, в той час як зовнiшня межа (rmax)

сформована хмарами, що проходять через апоцентр. Таким чином, швидкостi



249

хмар в цих двох областях можна приблизно оцiнити як

Vmax 	 V0

√
1 + r0
1− r0

, Vmin 	 V0

√
1− r0
1 + r0

, (7.5)

де V0 =
√
GMc/a и a = (rmax + rmin)/2 – велика пiввiсь. Наприклад, якщо

rmin = 0.4 пк i rmax = 4 пк, максимальна швидкiсть хмар Vmax 	 330 км/с i

мiнiмальна швидкiсть Vmin 	 60 км/с для r0 = 0.7.

Рис. 7.11 (правий) показує розподiл хмар по ексцентриситетам. Дiйсно вид-

но, що зовнiшня область тора утворена головним чином тими хмарами, якi

рухаються по дуже витягнутим орбiтам (блакитнi точки). При цьому, рухаю-

чись по витягнутим орбiтам, вони проходять перицентр i формують "носик"

тора (помаранчевi точки). Можна припустити, що подiбнi хмари можуть по-

глинатися центральною машиною в межах декiлькох орбiтальних перiодiв.

Внутрiшня межа тора також утворена хмарами з ексцентриситетом аж до

0.5. Тобто дiйсно видно вiдмiннiсть руху вiд iдеально кеплерiвського.

Рис. 7.12. Лiвий: VLBI спостереження водяних мегамазерiв в NGC 1068 (з
роботи [149]); Правий: VLA зображення водяних мегамазерiв в NGC 1068 з
роботи [139].

Активнi ядра галактик є джерелом мегамазерного випромiнювання. Вва-

жається, що мазерне випромiнювання виникає в газопилових хмарах затi-

нюючого тора при взаємодiї з вiтром вiд акрецiйного диска. Такий висно-

вок зроблений з умови накачування, необхiдного для формування мазер-



250

ного випромiнювання. Для формування водяних мазерiв на довжинi хвилi

λ = 1.35 см необхiдне зiштовхувальне накачування, тобто накачування удар-

ною хвилею. Такi умови можуть виникати на межi взаємодiї мiж тором (внут-

рiшня межа) i вiтром. В роботi [80] отримано точний розв’язок рiвняння Ком-

панейця для ударного фронту, який поширюється в середовищi, де густина

змiнюється за законом гiперболiчного тангенса. Такий закон змiни густини

вiдповiдає межi мiж молекулярною (або пиловою) хмарою i мiжзоряним се-

редовищем. При цьому було показано, що густина за ударним фронтом мак-

симальна поблизу лiдируючої точки, що рухається в бiк хмари i, вiдповiдно,

в цiй областi досягається пiдвищена оптична товщина, що, в свою чергу, ство-

рює умови для формування мазерного випромiнювання в молекулi H2O. Як

було вiдзначено в роздiлi 1, мазерне випромiнювання формується не тiльки

в хмарах на внутрiшньої межi тора. У пiдроздiлi 1.1.4 обговорювалися спо-

стережнi данi джета NGC 1068, якi отриманi на iнтерферометрах MERLIN i

VLBA [139], а саме, мазерне випромiнювання в компонентi C i вигин джета

в цiй областi (риc. 1.9). Передбачається, що в компонентi C сталася взає-

модiя джета з молекулярною хмарою з подальшим формуванням ударного

фронту. Спостережуваний розподiл iнтенсивностi в радiодiапазонi може бути

результатом прискорення електронiв на ударнiй хвилi з подальшим випромi-

нюванням синхротронним механiзмом. При цьому форма iзофот радiовипро-

мiнювання повинна вiдображати форму ударного фронту при його поширеннi

на межi молекулярного хмари.

Картографування водяних мегамазерiв в затiнюючих торах АЯГ – задача

досить складна, оскiльки вимагає високої роздiльної здатностi в дiапазонi до-

вжин хвиль, який не дуже зручний для таких задач. Оскiльки АЯГ – об’єкти

далекi, то для отримання даних необхiдно залучати iнтерферометри з над-

довгою базою. Тiльки для найближчих АЯГ вдалося отримати розподiл ма-

зерних спотiв i отримати криву швидкостi (див. також роздiл 1). На рис. 7.13

показанi спостережнi данi, отриманi незалежно двома групами: VLBI [149] та

VLA [139].

Рис. 7.13 показує, що хмари на внутрiшнiй поверхнi тора можуть мати роз-

кид по швидкостi, вiдрiзняючись вiд iдеально кеплерiвської. Тобто тi хмари,
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Рис. 7.13. Чисельне моделювання тора з масоюMtorus = 0.07Mc, число части-
нок (хмар з центральною масою) N = 8192. Лiвий: проекцiя всiх частинок на
меридiональну площину. Зелений колiр показує частинки в кiльцi, близькому
до центральної маси. Червонi i синi частинки рухаються вiд/на спостерiгача,
вiдповiдно. Правий: кольором вказанi рiзнi швидкостi у вiдноснiй системi ко-
ординат: Vx = [0.4, 1] — жовтий, Vx = [1, 1.3] — помаранчевий, Vx = [1.3, 1.6]
— червоний. Нижнiй: крива обертання.

якi можуть взаємодiяти з вiтром, демонструють дисперсiю швидкостi як i

в мазерних спотах. Крива обертання також показує розкид за швидкостями.

Залежно вiд того, в яких хмарах виникли умови для накачування, крива обер-

тання може мати рiзний степеневий закон i, вiдповiдно, мати субкеплерiвськiй

характер, що вимагають данi спостережень. З iншого боку, крива обертання

може бути кеплерiвською, але значення маси центральної чорної дiри може

бути занижена внаслiдок того, що хмари на внутрiшнiй межi можуть мати

швидкостi нижче кеплерiвської для даної маси.
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7.3 Формування газопилового тора в АЯГ

Дослiдження еволюцiї самогравiтуючого тора, що знаходиться в полi цен-

тральної маси продемонструвало, що для стабiльностi тора необхiдна наяв-

нiсть в початковому станi розкиду орбiт по нахилам i ексцентриситетам. По-

чатковий випадковий розкид по всiм елементам орбiт при наявностi анiзо-

тропiї (уздовж осi симетрiї) призводить в результатi самогравiтацiї до фор-

мування товстої тороїдальної структури. При цьому гауссiв розподiл хмар

в перетинi тора i вiдсутнiсть чiтких меж узгоджується з даними спостере-

жень, якi були отриманi на основi аналiзу спектрального розподiлу енергiї в

IЧ-дiапазонi [189, 190]. Таким чином, основним механiзмом, який пiдтримує

геометричну товщину затiнюючого тора, є рух хмар по нахиленим орбiтам

з розкидом по ексцентриситетам. Подiбний рух може бути наслiдком еволю-

цiйних процесiв в АЯГ, якi ми обговоримо нижче.

Рис. 7.14. Схема формування тора в активних ядрах галактик.
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Як вiдомо, активнiсть ядра галактики проявляється потужним випромi-

нюванням акрецiйного диска, яке може досягати еддiнгтонiвської межi, а та-

кож наявнiстю вiтру i джетiв. Судячи про всьому, активна фаза галактики

включається в певний момент часу. Можна припустити, що до цього момен-

ту хмари i зоряна складова рухаються навколо центральної чорної дiри з

випадковим розкидом за елементами орбiт, формуючи спочатку квазiсферич-

ний розподiл. Прикладом може служити система IRAS 16399-0937, що являє

собою ядро галактики, занурене в квазiсферичний розподiл оптично товстих

хмар [211]. З спостережних даних випливає, що свiтнiсть цього об’єкта стано-

вить всього лише 1 вiдсоток вiд еддiнгтонiвської свiтностi. Це може вказувати

на низький темп акрецiї, тобто речовини, що надходить в акрецiйний диск,

недостатньо для забезпечення активностi ядра. З iншого боку, сферично- си-

метричний розподiл оптично товстих хмар екранує слабке випромiнювання

акрецiйного диска. До збiльшення темпу акрецiї може привести, наприклад,

процес злиття галактик, при якому значно зростає вмiст навколишньої речо-

вини i, отже, вiдбувається пiдживлення акрецiйного диска (див., наприклад,

[230, 167, 243]). Нагадаємо, що для забезпечення спостережної свiтностi на

рiвнi еддiнгтонiвської межi необхiдно, щоб темп акрецiї становив приблизно

(0.1− 1)M�/рiк. Початок стадiї активностi призводить до анiзотропiї в роз-

подiлi хмар за рахунок наявностi вiтру [175], формування якого може бути

пов’язано як з тиском випромiнювання, так i з тиском газу або наявнiстю

магнiтного поля (див., наприклад, [109, 204, 208]). При цьому вiтер являє

собою конусоподiбнi областi в двох протилежних напрямках, в яких хмари

набувають додаткового iмпульсу проти сил гравiтацiї, що може призводити

до викиду хмар на великi вiдстанi. Подiбнi конуси iонiзованої речовини, якi

характеризуються високими швидкостями, виявляють у багатьох активних

ядрах [191, 192]. За рахунок впливу випромiнювання ця область звiльняється

вiд пилу. Можливо, саме цi газовi хмари на масштабах (10 ÷ 100)пк ство-

рюють область, де формуються вузькi емiсiйнi лiнiї. При цьому хмари, що

знаходяться поза вiтрових конусiв, слабо схильнi до впливу вiтру. Продов-

жуючи рухатися по нахиленим i ексцентричним орбiтам, пиловi хмари в цiй

областi за рахунок гравiтацiйної взаємодiї мiж собою, формують в результатi
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тороїдальний розподiл, який i грає роль затiнюючої структури в активних

ядрах галактик.

З результатiв чисельного моделювання випливає, що гравiтуючий тор з ма-

сою, приблизно рiвною центральнiй масi, стабiльний на часах, порiвнянних

з часом життя астрофiзичних об’єктiв. Отриманi результати (форма пере-

тину i розподiл речовини) можна безпосередньо застосувати до затiнюючих

торiв АЯГ. При цьому ми будемо використовувати умови затiнення, отриманi

з аналiзу СРЕ: в екваторiальнiй площинi для повного затiнення необхiдно

бiльше 5 хмар [190]. Також врахуємо спостережуваний дiапазон температур

в торi NGC 1068 [163, 205].

Слiд зазначити, що одним з важливих питань еволюцiї затiнюючого тора є

наявнiсть зовнiшньої акрецiї. Дiйсно, можна оцiнити, що при темпi акрецiї 0.1

сонячна маса в рiк, яка необхiдна для забезпечення високої свiтностi на рiвнi

еддiнгтоновскої межi, тор з масою 105M� буде поглинут НМЧД за час близь-

ко млн рокiв. Для забезпечення бiльш тривалої активностi ядра галактики,

необхiдна зовнiшня акреция. Така зовнiшня аккреция може забезпечуватися

за рахунок падiння речовини пiд дiєю гравiтацiйних сил. Присутнiсть анiзо-

тропiї в розподiлi речовини може призводити до формування зовнiшнього

тора [83], про що можуть свiдчити новi спостереження на iнтерферометрi

ALMA [160].

7.4 Затiнення тором акрецiйного диска в АЯГ

Знайдемо обмеження на масштаби i число хмар з вимоги повного затi-

нення в екваторiальнiй площинi. Також врахуємо, що пiд кутом близько 50◦

мiж променем зору та площиною симетрiї тора затiнення має бути незначним

[190]. Припускаючи, що оптична товщина хмар в УФ i видимiй областi наба-

гато бiльша вiд одиницi, будемо розглядати їх як непрозорi екрани з площею

перетину πε2R2, де Rcl = εR — ефективний радiус хмари. Об’єм, що припа-

дає на одну хмару, для кругового тора з однорiдним розподiлом густини має

вигляд

VN =
Vtorus
N

=
2π2R3r20

N
. (7.6)
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Середнє число хмар Ns вздовж променя зору в екваторiальнiй площинi то-

ра визначимо, множачи їх об’ємну концентрацiю 1/VN на об’єм цилiндра з

площею перетину πε2R2 i довжиною, що дорiвнює дiаметру перетину тора

2r0R:

Ns =
N

Vtorus
πε2R22Rr0 =

Nε2

πr0
. (7.7)

Разом з тим перетин тора пiд дiєю самогравiтацiї набуває форми овалу

(рис. 6.18) i розподiл хмар в його перерiзi неоднорiдний, що було показа-

но в попередньому роздiлi 6. Отже, вираз для середнього числа хмар вздовж

променя зору вiдрiзняється вiд (7.7). У цьому випадку значення нормованого

множника n0 в (6.31) може бути визначено з наступної умови: повне чис-

ло хмар в торi залишається постiйним, поки перетин тора змiнює форму за

рахунок самогравiтацiї, тобто

N = 2πn0

�

S

dS exp[−f(η, ζ; r0)]. (7.8)

Тут iнтеграл береться по площi перетину тора S. Для того, щоб знайти за-

лежнiсть числа хмар як функцiю вiд кута θ мiж екваторiальною площиною

i променем зору, ми перейдемо в полярну систему координат з початком в

центрi мас: ρ = η + 1 = r cos θ, ζ = r sin θ. Тодi число хмар на променi зору

як функцiя вiд кута

Ns(θ) =
Nε2

2

∞�
0

e−f(r,θ)dr

�
S

e−f(η,ζ)dS
. (7.9)

Таким чином, середнє число хмар вздовж променя зору в екваторiальнiй

площинi тора, враховуючи неоднорiдний розподiл частинок (7.8), визначаємо

як:

Ns = Ns(0) =
Nε2

2

∞�
0

e−f(r,0)dr

�
S

e−f(η,ζ)dS
. (7.10)

Коли ми переходимо до граничного випадку однорiдного кругового тора, iнте-

грал в чисельнику дорiвнює 2r0 i iнтеграл в знаменнику дорiвнює площi кола,

таким чином, вираз (7.10) переходить в (7.7). Число хмар в торi вздовж про-

меня зору є важливим параметром, оскiльки вiн характеризує оптичну тов-
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Рис. 7.15. Залежнiсть числа хмар вздовж променя зору вiд кута θ, знайденого
по (7.10). Рiзнi кривi вiдповiдають торам з рiзними рiвноважними перетина-
ми, отриманими з рiзних мас тора i початкового геометричного параметра:
1) r0 = 0.5, Mtorus = 0.056Mc 2) r0 = 0.6, Mtorus = 0.08Mc, 3) r0 = 0.7,
Mtorus = 0.109Mc. Повне число хмар в торi N = 105 i ε = 0.01

щину тора. Дiйсно, в силу випадкового розподiлу хмар в торi, частина неекра-

нованої ними площi, що вiдповiдає пропусканню випромiнювання централь-

ної машини Ip, визначається розподiлом Пуассона Ip = prob(k) = Nk
s e

−Ns/k!

при k = 0, де k — частота подiй. Отже, Ip = e−Ns. З iншого боку, оскiльки

Ip = e−τV , оптична товщина тора у видимiй областi спектра дорiвнює серед-

ньому числу хмар: τV = Ns. На рис. 7.15 показано число хмар вздовж променя

зору як функцiя вiд кута θ, який починається вiд екваторiальної площини,

для трьох випадкiв, вiдповiдних рiвноважному перетину на рис. 6.18 b, c, d.

Для того, щоб задовольнити спостережним даним, число хмар на променi

зору в екваторiальнiй площинi тора Ns має бути менше нiж 5 [190]. Якщо

ε = 0.01, тодi цi умови мають мiсце для тора з повним числом хмар N = 105

i r0 ≥ 0.5. Повне число хмар зменшується з ростом вiдносного розмiру об’єму,

тому що N ∝ ε−2.

На рис. 7.16 показано, що в рамках нашої моделi центральна (гарячiша)

дiлянка просвiчується крiзь тор ,(тому що випромiнювання проникає мiж

хмарами), що узгоджується зi спостережуваним розподiлом температури в

торi NGC 1068, отриманим по IЧ спостереженням [163, 205]. Порiвняння зi

спостережуваним розподiлом температури в торi на рис.1.3 (також рис. 7.16

справа) демонструє якiсний збiг. З урахуванням обмеженої роздiльної здат-

ностi телескопу i нагрiву хмар буде видно тiльки частину зовнiшньої областi
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Рис. 7.16. Злiва: у межах нашої моделi розподiл хмар в торi i демонстрацiя
проникнення випромiнювання з внутрiшньої межi тора, яка нагрiта випромi-
нюванням акрецiйного диска. Справа: розподiл температури, отриманий за
спостереженнями VLTI/MIDI в IЧ дiапазонi — рис. з роботи [163].

тора, але внутрiшнi хмари, нагрiтi безпосередньо випромiнюванням акрецiй-

ного диска, також виявляються в рамках нашої моделi клампованого тора.

7.5 Температура хмар вiд нагрiвання аккрецiйним диском

Одна з важливих властивостей тора – затiнення ним центральної машини,

була розглянута в попередньому пiдроздiлi. Очевидно, що не менш важли-

вою властивiстю є розподiл температури в торi, який безпосередньо випливає

з спостережних даних, наявних для NGC 1068. Оцiнимо температуру хмар,

якi складають затiнюючий тор. При цьому будемо спиратися на данi спосте-

режень NGC 1068. Нагадаємо, що внутрiшня область тора в NGC 1068 має

температуру T = 800 K, а зовнiшня – T = 300 K [163]. Вважається, що гаряча

компонента тора є результатом нагрiву хмар випромiнюванням акрецiйнного

диска, а холодна компонента – це безпосередньо тiло тора [205].
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Для грубих оцiнок температуру хмар, що знаходяться на рiзних вiдстанях

вiд центральної машини, можна отримати, припускаючи, що вони знаходять-

ся в термодинамiчнiй рiвновазi з акрецiйним диском. В рамках моделi стан-

дартного геометрично тонкого i оптично товстого акрецiйнного диска (мо-

дель Шакури–Сюняєва), потiк енергiї, що випромiнюється з поверхнi диску

має вигляд [221]

Q(r) =
3

8π
Ṁ
GMBH

r3

(
1−
√
rin
r

)1/2

. (7.11)

Тодi для розподiлу температури, з урахуванням Q = σBT
4, отримуємо вираз

для розподiлу температури уздовж радiуса диска:

T (r) =

[
3GMBH

8πσBr3
Ṁ

(
1−
√
rin
r

)]1/4
, (7.12)

де MBH — маса чорної дiри, Ṁ ≡ dM/dt — темп акрецiї, rin — внутрiш-

нiй край акрецiйного диска, σB — постiйна Стефана-Больцмана. Внутрiшнiй

край акрецiйного диска визначається останньою стiйкою орбiтою, радiус якої

для не обертової чорної дiри, тобто в разi розв’язку Шварцшильда, дорiвнює

rin = 3rg, де rg = 2GMBH/c
2 — гравiтацiйний радiус. Зручно ввести без-

розмiрну величину η = r/rin, тодi вираз для температури акрецiйного диска

(7.12):

T (η) =

[
c6

576 πσBG3

]1/4
M

−1/2
BH Ṁ 1/4f(η), (7.13)

де

f(η) =

[
1

η3

(
1−
√

1

η

)]1/4
. (7.14)

З (7.13) видно, що температура акрецiйного диска обернено пропорцiйна ко-

реню з маси чорної дiри. Це вiдображає вiдомий результат, що чим масивнi-

ше чорна дiра, тим холоднiше акрецiйний диск. Для активних ядер галактик

температура диска така, що максимум випромiнювання припадає на оптич-

ний/ультрафiолетовий дiапазон (квазари/сейфертiвськi галактики), а для

чорних дiр зоряних мас максимум випромiнювання припадає на рентгенiвсь-

ку область спектра. Цей вiдомий результат пiдтверджений даними спостере-

жень для рiзних систем, якi мають чорнi дiри. Ми ж спробуємо спростити
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вираз для температури акрецiйного диска таким чином, щоб отримати вираз

для температури хмар, залежний вiд мiнiмальної кiлькостi параметрiв.

Оскiльки множник перед функцiєю f(η) в (7.13) мiстить тiльки фундамен-

тальнi константи i параметри системи, то для визначення максимуму темпе-

ратури, досить знайти максимум f(η) з умови df(η)/dη = 0. Таким чином

ηmax = (7/6)2 	 1.36, а fmax ≡ f(ηmax) 	 0.5. Приведемо множник перед

f(η) в (7.13) до безрозмiрних величин таким чином, щоб зручно було робити

оцiнки. А саме, введемо позначення M7 ≡ MBH/(10
7M�), а темп акрецiї Ṁ

будемо вимiрювати в M�/рiк. Тодi

T (η) = 7.1 · 105K ×M
−1/2
7 Ṁ 1/4f(η). (7.15)

Тут чисельний множник має розмiрнiсть температури, яку ми вимiрюємо в

кельвiнах (K). Знормуємо вираз (7.15) на максимальне значення функцiї fmax

i введемо позначення

Tmax = 7.1 · 105K × fmax = 3.55 · 105K. (7.16)

Тодi остаточно вираз для температури акрецiйного диска набуває вигляду

T (η) = 3.55 · 105K ×M
−1/2
7 Ṁ 1/4 f̃(η), (7.17)

де f̃(η) = f(η)/fmax. Оскiльки функцiя ˜f(η) в максимумi дорiвнює одиницi,

то максимальна температура акрецiйного диска:

Tmax = 3.55 · 105K ×M
−1/2
7 Ṁ 1/4 (7.18)

i радiальний розподiл температури по диску 1

T (η;MBH , Ṁ) = Tmax(MBH , Ṁ)× f̃(η). (7.19)

Свiтнiсть елемента площi диска з розподiлом температури T (η):

dL = σB(3rg)
2T 4(η)η dηdθ, (7.20)

де θ — азимутальний кут. Вважаємо випромiнювання в однiй пiвплощинi та,

з урахуванням незалежностi вiд кута θ, пiсля пiдстановки (7.19) в (7.20) от-

римуємо

L = 2πσB(3rg)
2

(
Tmax

fmax

)4 � ∞

1
f(η)η dη. (7.21)

Примiтка 1. Нагадаємо, що MBH i Ṁ є параметрами системи, проте вони також пов’язанi мiж собою через свiтнiсть.



260

Iнтеграл в (7.22) зходиться i дорiвнює 1/3, а вираз для повної свiтностi акре-

цiйного диска має вигляд

L = 6πσBr
2
g

(
Tmax

fmax

)4

. (7.22)

Для подальших оцiнок зручно представити акрецiйний диск однорiдним дис-

ком з температурою Tmax i деяким ефективним радiусом Reff, що вiдповiдає

такому ж енерговидiленню (рис. 7.17).

Рис. 7.17. Залежнiсть температури акрецiйного диска вiд радiуса (суцiльна
крива). Сiрим видiлена область, вiдповiдна диску з радiусом Reff.

У цьому випадку, ми можемо представити свiтнiсть диска як:

L = πσBT
4
maxR

2
eff. (7.23)

Прирiвнюючи (7.22) i (7.23), тобто замiнюючи диск з розподiлом температури

T (r) на еквiвалентний диск з T = Tmax i радiусом Reff, який характеризується

тiєю ж потужнiстю енерговидiлення, знаходимо оцiнку ефективного радiуса

акрецiйного диска

Reff =

√
6

f 2max

rg 	 10rg. (7.24)

Ця оцiнка добре узгоджується з оцiнками ефективного розмiру акрецiйно-

го диска у видимiй областi спектра, отриманими з аналiзу мiкролiнзування

гравiтацiйно лiнзованних квазарiв [168, 235]. У такому поданнi болометрична

свiтнiсть ядра не залежить явно вiд маси чорної дiри i визначається тiльки

темпом акрецiї. Дiйсно, пiдставляючи (7.18) i (7.24) в (7.23), отримуємо

L ≈ 4.7× 1045Ṁ ерг/с. (7.25)
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В роботi [200] наведено вираз для оцiнки болометричної свiтностi дослiджу-

ваних Sy2-галактик

Lbol = 2.2× 1011
(
frefl
0.01

)−1( D

22Мпк

)2

L�,

де frefl — частина потоку вiд ядра, який спостерiгається як розсiяне свiт-

ло, D — вiдстань до об’єкта. Приймаючи, що для NGC 1068 frefl = 0.01

[200] i D = 18Мпк, отримуємо оцiнку болометричної свiтностi для NGC 1068

Lbol = 5.65× 1044 ерг/с. Порiвнюючи спостережувану свiтнiсть з (7.25), от-

римуємо, що темп акрецiї в ядрi NGC 1068 Ṁ = 0.12M�/рiк.

Оцiнимо температуру хмари Tcl, припускаючи, що вона знаходиться в тер-

модинамiчної рiвновазi з випромiнюванням акрецiйного диска з потужнiстю

енергiї (7.23). Умова теродiнамiчної рiвноваги дає вираз для температури

хмари на вiдстанi R вiд центрального джерела:

Tcl = Tdisk

√
Reff

2R
. (7.26)

i, отже

Tcl ≈ 660K · Ṁ 1/4

(
R

1пк

)−1/2

. (7.27)

При темпi акрецiї Ṁ = 0.1M�/рiк у центрi перетину тора R = 2 пк рiвноваж-

на температура хмари Tcl 	 260K. На внутрiшнiй межi, яка з моделювання

вiдповiдає Rmin 	 0.2 пк (для Mc/Mtorus = 0.08), хмари мають максимальну

температуру Tmax
cl 	 830 K, а на зовнiшнiй Rmax 	 3.8 пк i Tmin

cl 	 190 K.

Таким чином, для даних значень темпу акрецiї i розмiру тора оцiнки темпе-

ратури хмар вiдповiдають дiапазону температур, отриманих зi спостережень

[163, 205].

Нагадаємо, що ε — радiус хмари, нормований на великий радiус тора, то-

му розмiрний радiус хмари Rcl = εR. Середню масу хмари визначаємо вiд-

ношенням Mcl = Mtorus/N , а масу тора визначимо через центральну масу.

Для прикладу ми виберемо випадок Mtorus = 0.08Mc (рис. 6.18 c). Оскiльки

центральна маса в АЯГ зосереджена в надмасивнiй чорнiй дiрi, надалi по-

кладемо Mc =MBH . В таблицi 7.1 наведенi значення радiусiв i мас хмар для

даного числа хмар в торi. Остання колонка вiдповiдає умовi затiнення. Для
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Таблиця 7.1. Число i параметри хмар в газопиловому торi АЯГ, що задо-
вольняють необхiднiй умовi затiнення в екваторiальнiй площинi для тора з
Mtorus = 0.08Mc, r0 = 0.6, R = 2 пк; MBH = 107M� .

N × 103 Rcl,пк Mcl/M� Ns

94 0.02 9 5
42 0.03 19 9
23 0.04 35 11
15 0.05 53 13
10.5 0.05 76 14

всiх N значення густини вздовж променя зору (column density) у торi зали-

шається постiйною i дорiвнює 6× 1023 см−2, що узгоджується зi значеннями,

що одержуються з аналiзу спостережуваних спектрiв в IЧ дiапазонi.

Параметри хмар, якi ми отримали з умови необхiдного затiнення, не по-

виннi суперечити джинсiвськiй фрагментацiї. Масштаб i масу гравiтацiйної

нестiйкостi можна оцiнити таким чином [55]:

λJ = 0.06 пк
(
Tcl
10K

)1/2(104 см−3

nH,cl

)1/2

, (7.28)

MJ = 0.4M�

(
Tcl
10K

)3/2(104 см−3

nH,cl

)1/2

. (7.29)

Оцiнка середньої концентрацiї речовини в торi дає nH =Mtorus/(VtorusmH) 	
2.8× 105 см−3. Тодi, при данiй концентрацiї i температурi хмар, в центрi пе-

ретину тора Tcl 	 260 K отримуємо λJ 	 0.06 пк i MJ 	 10M�. На зовнiшнiй

межi тора температура хмар Tmin
cl 	 190 K, масштаб i маса Джинса в цьому

випадку λJ 	 0.05пк i MJ 	 6M�, а на внутрiшньої границi Tmax
cl 	 830 K,

отже λJ 	 0.1 пк i MJ 	 57M�.

Ми отримали параметри хмар, якi задовольняють спостережуваному роз-

подiлу температури в торi i умовi затiнення. При цьому радiус хмар визна-

чається тiльки через ε i великий радiус тора R. Маса хмари визначалася

через повну масу тора i число хмар в ньому. Маса тора визначається че-

рез задане значення центральної маси, яка в свою чергу визначає макси-

мальну температуру акрецiйного диска Tmax (7.18). Для отримання значення

Tmax ми вважали MBH = 107M� при темпi акрецiї Ṁ = 0.1M�/рiк. От-
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риманi параметри хмар можуть задовольнятися при iншому значеннi маси

MBH . При збiльшеннi центральної маси, маса тора також збiльшується як-

що вiдношення Mtorus/MBH залишити незмiнним. При тому ж значеннi r0
i середньої густини в торi, отриманi ранiше оцiнки температури i концен-

трацiї хмар, їх маси i радiуси не змiняться, якщо належним чином змiнити

масштаби тора i темп акрецiї. Наприклад, для MBH = 108M�, маса тора

Mtorus = 0.08MBH = 8 × 106M�, а великий радiус тора R = 3
√
10 × 2пк

	 4.3пк. Оскiльки температура хмар не залежить вiд величини центральної

маси (7.27), а розмiри тора збiльшилися, то при тому ж темпi акрецiї хмари

будуть холоднiшi. Але в АЯГ, де маса чорної дiри бiльше, i темп акрецiї пови-

нен бути вище. Якщо збiльшити темп акрецiї до Ṁ = 0.5M�/рiк, то отриманi

вище параметри хмар зберiгаються.

ПозначимоMx ≡ 10xM7, а Ṁx — вiдповiдний темп акрецiї, а Rx — великий

радiус тора в цьому випадку. Тодi для АЯГ з надмасивними чорними дiрами

рiзних мас i з торами однакових r0 (однакова об’ємна густина) виконується

спiввiдношення для великих радiусiв тора:

Rx

R7
=

(
Mx

M7

)1/3

. (7.30)

Припускаючи, що температури хмар в торi однаковi для рiзних мас НМЧД в

центрах систем, з урахуванням (7.27) отримуємо спiввiдношення для темпу

акрецiї
Ṁx

Ṁ7

=

(
Mx

M7

)2/3

. (7.31)

Таблиця 7.2. Параметри затiнюючих торiв, розташованих в АЯГ рiзної маси.
Припускаємо, що для всiх випадкiв Mtorus/MBH = 0.08 i r0 = 0.6.

MBH/M� Ṁ Mtorus/M� R, пк N Ns

107 0.1 8× 105 2 9.4× 104 5.5
108 0.46 8× 106 4.3 9.4× 105 11
109 2.2 8× 107 9.5 9.4× 106 22

В таблицi 7.2 показанi параметри АЯГ для умови, що рiзним значенням

MBH вiдповiдають однаковi значення температури, розмiрiв та мас хмар в

торi. Таким чином, чим бiльше маса центральної надмасивної чорної дiри,
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тим бiльше просторовi масштаби тора i число хмар (при однакових r0 i вiд-

ношеннi Mtorus/MBH). В цьому випадку маса, радiус i температура хмар не

залежать вiд маси чорної дiри.

Ми зробили тут ряд обмежень. В реальностi маси i розмiри хмар можуть

залежати вiд вiдстанi вiд НМЧД, як було зазначено вище при грубiй оцiнцi

джинсiвськiх масштабiв; також для рiзних АЯГ можуть виконуватися рiзнi

спiввiдношення Mtorus/MBH . Однак навiть при такому розглядi можна от-

римати параметри системи для рiзних типiв АЯГ, якi повиннi задовольняти

умовам затiнення. Однiєю з цiкавих задач може бути детальне дослiдження

параметрiв системи (в межах запропонованої iдеї) i порiвняння їх з результа-

тами спостережень для рiзних АЯГ. З урахуванням того, що в останнi роки

кiлькiсть АЯГ, в яких спостерiгаються затiнюючi тори, зростає, ця задача

дiйсно є актуальною.

Параметри тора при рiзних значеннях маси НМЧД, безумовно, представ-

ляють iнтерес. Тут дуже важливi спостереження центральних областей ра-

дiогалактик i квазарiв. Зокрема, завдяки новому iнструменту GRAVITY на

VLTI вдалося роздiлити центральну область (область широких лiнiй BLR)

найяскравiшого найближчого квазара 3С 273 за спостереженнями профiлю

лiнiї Paα [147]. Маса НМЧД, оцiнена за цими спостереженнями, становить

2.6 × 108M�. Кут розкриття BLR становить 45◦. У роботi [184] на пiдставi

конкуренцiї механiзмiв формування радiо- та рентгенiвського випромiнюван-

ня в вузлах джета, була отримана оцiнка кута джета до променя зору. При

цьому можуть впливати такi фактори, як злам в енергетичному спектрi елек-

тронiв [183]. Основна iдея полягає в тому, що рентгенiвське випромiнювання в

вузлах джета виникає за рахунок зворотнього Комптон-ефекту при розсiяннi

електронiв на випромiнюваннi центрального джерела (для ближнiх вузлiв) i

на релiктовому випромiнюваннi (для далеких вузлiв). Дiйсно, рентгенiвське

випромiнювання квазара 3C 273 демонструє зменшення максимуму iнтенсив-

ностi з вiддаленням вiд ядра для перших двох вузлiв, а потiм вихiд на по-

стiйну величину. Це може свiдчити, що для далеких вузлiв переважаючим є

розсiювання на релiктовому фонi. Використовуючи iдею конкуренцiї механiз-

мiв випромiнювання, була отримана оцiнка кута джета з променем зору 30◦
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для 3С 273. Для бiльш загального випадку оцiнка кута залежить вiд свiтно-

стi АЯГ [184]. Оскiльки в торi присутнiй орбiтальний рух, то вектор повного

кiнетичного моменту повинен збiгатися з його вiссю симетрiї, а значить, i з

орiєнтацiєю джета, який, в свою чергу, збiгається з вектором моменту ак-

рецiйного диска. Таким чином, незалежне визначення кута джета дозволяє

визначити орiєнтацiю тора по вiдношенню до спостерiгача. Дана схема може

працювати не тiльки для квазарiв, а й для радiогалактик, для яких також

проблематично роздiлити газопилової тор. Крiм того, сумiсне знаходження

орiєнтацiї джета, областi BLR i тора зможуть в майбутньому надати бiльш

повну картину центральної областi АЯГ. Нещодавно були опублiкованi ре-

зультати реверберацiйного картування 3С 273 за 10 рокiв [242], якi узгоджу-

ються з результатами, отриманими в [147]. У цiй роботi обговорюється зв’язок

мiж BLR i пиловим тором. Дiйсно, було пiдтверджено, що BLR геометрично

товста, так само як i пиловий тор [242]. Це пiдтримує гiпотезу, що BLR-хмари

можуть поставлятися з пилового тора. В даний час складно визначити кут

розкриття тора в 3C 273, оскiльки IЧ випромiнювання вiд тора замивається

нетепловим випромiнюванням джета. Однак вдалося оцiнити половину кута

розкриву тора по лiнiї [O III], який виявився приблизно рiвним 30◦ [242] (що

збiгається з оцiнкою, отриманою в [184]). Автори даної роботи вiдзначають,

що це може бути доказом зв’язку мiж хмарами BLR i хмарами в затiнюючому

торi, а майбутнi спостереження за допомогою камери GRAVITY тора 3C 273

зможуть безпосередньо виявити геометрiю цих структур i зробити висновки

про процеси, що вiдбуваються на межi тора та BLR.

7.6 Iнтерпретацiя спостережень ALMA тора в АЯГ

Як було вiдзначено в роздiлi 1, початок роботи мiлiметрового iнтер-

ферометра ALMA вiдкрило новi можливостi для дослiдження затiнюючих

торiв в АЯГ. Висока роздiльна здатнiсть ALMA дозволила роздiлити тор в

NGC1068 [159, 160]. При цьому було виявлено рух уздовж променя зору, який

пов’язаний з глобальним орбiтальним рухом тора.

На рис. 7.18 показано розподiл швидкостi в торi, отриманий за спостере-
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Рис. 7.18. Злiва: рух речовини навколо НМЧД (в затiнюючому торi) в центрi
NGC1068 з прес релiзу ALMA (ESO/NAOJ/NRAO). Рисунок взятий з сай-
ту https://www.almaobservatory.org/en/press-release/alma-observes-a-rotating-
dust-and-gas-donut-around-a-supermassive-black-hole/ по роботi [160]. Справа:
чисельне моделювання в рамках нашої моделi.

женнями ALMA. Синя i червона областi показують вiдповiдно рух на/вiд

спостерiгача. Справа представлено чисельне моделювання в рамках нашої

моделi: задача N тiл для тора з масою M = 0.07MBH , N = 16384, початковi

умови вiдповiдають випадковому розподiлу хмар за елементами орбiт (роздiл

7.1.2–7.1.3). Ми видiляємо промiнь зору, що спiвпадає з вiссю x, тобто вiдпо-

вiдно Vx є швидкiстю вздовж променя зору. Конуси схематично показують

вiтер, половина кута розкриву яких обрана як i = 25◦. Видно, що модель-

ний розподiл за швидкостями (рис. 7.18 правий) вiдповiдає спостережуваному

розподiлу в торi NGC 1068 (рис. 7.18 лiвий).

Для оцiнки абсолютної швидкостi орбiтального руху необхiдно знати зна-

чення маси НМЧД. В роботi [149] приведена оцiнка маси в межах цилiнд-

ричного радiуса 0.65 пк, яка фактично дає масу НМЧД MBH ∼ 1 × 107M�.

Ця маса оцiнена по кривим обертання мазерного випромiнювання в молекулi

H2O. При цьому швидкiсть обертання досягає великих значень порядку на

близьких до акрецiйного диску вiдстанях.

У таблицi представленi основнi значення динамiки речовини в торi

NGC 1068, отриманi за спостереженнями на VLA i ALMA. Видно, що зна-

чення швидкостi хмар в торi, отриманi по мазерному випромiнюванню, до-

сягають 250 км/c в межах 0.4 − 0.65 пк. При цьому також спостерiгається

дисперсiя швидкостей. На масштабах близько 3–4 пк швидкостi, якi ототож-
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Таблиця 7.3. Параметри затiнюючого тора в NGC1068 за спостереженнями
VLA i ALMA. Маси вказанi в M� i швидкiсть V в км/с.

MBH Mtorus r, пк V obs
rot Vdis Ref.

∼ 107 — 0.4-0.65 ±250 100 Greenhil et
al., 1996,
VLA

— ∼ 105 (gas) 4 ±30 90 Garciá -
Burillo et al.,
2016, ALMA

9× 105 ∼ 2×106 в
(10 × 14) пк

3 ±20 60 Imanishi et
al., 2018,
ALMA

нюються з орбiтальним рухом, близько 40 км/с (з урахуванням нахилу тора).

Однак дисперсiя швидкостей залишається суттєвою.

Данi спостереження для тора в NGC 1068, якi наведенi в [160], дають оцiн-

ку молекулярної маси ∼ 2×106M� в межах областi 14 пк × 10пк. Швидкiсть

хмар на вiдстанi 3 пк вiд НМЧД становить 20 км/с, що з урахуванням кута

нахилу тора вiдповiдає орбiтальної швидкостi близько 36 км/сек. У припу-

щеннi моделi кеплерiвського диска, маса НМЧД виявляється досить малою

9 × 105M� [160]. В рамках динамiчної моделi тора, запропонованої в дисер-

тацiї, можна пояснити присутнiсть хмар з низькими швидкостями. А саме,

низькi орбiтальнi швидкостi в торi є результатом того, що зовнiшнi хмари, якi

формують випромiнювання в молекулах на масштабах декiлькох парсек, ру-

хаються по елiптичним орбiтам i проходять в цiй областi через апоцентр. За-

уважимо, що такий рух є наслiдком самогравiтацiї тора. На рис. 7.19 (лiвий)

показано розподiл швидкостi за спостереженнями на ALMA з роботи [160].

На рис. 7.19 (правий) показано модельний розподiл швидкостi в торi для па-

раметрiв моделювання, вiдповiдних рис. 7.18 але з кутом розкриву вiтрiв 90◦

та з урахуванням кута нахилу тора. На масштабах (3–4) пк швидкостi хмар

в торi мають розкид, що демонструє рис. 7.19, та також присутнi хмари з
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Рис. 7.19. Злiва: розподiл швидкостi в торi, отриманий за спостереженнями на
ALMA з роботи [160]. Справа: модельний розподiл швидкостi в торi з ураху-
ванням роздiльної здатностi ALMA. Початковi умови вiдповiдають вiтрам з
кутом розкриття 90◦.

низькою орбiтальною швидкiстю. При цьому спостережуваним швидкостям

хмар 36 км/с на вiдстанi 3 пк , що показують спостереження ALMA, вiдповi-

дає значення маси НМЧД MBH = 5 × 106M�. Це значення вище нiж те, що

було отримано в [160] у рамках моделi кеплерiвського руху. Спостережувана

дисперсiя швидкостi, яка була виявлена ALMA [160] (див. рис. 1.12) також

потребує пояснення, яке може бути пов’язано з впливом залежностi радiусiв

хмар на умови затiнення або з зовнiшньої акрецiєю. Це планується дослiди-

ти в майбутнiх роботах. Для обраних параметрiв поблизу радiусу сублiмацiї

швидкостi хмар можуть досягати 250 км/с з iстотним розкидом, що якраз мо-

же вiдповiдати результатам спостережень мазерного випромiнювання (VLA,

VLBI).

Динамiчна модель тора в АЯГ, яка представлена в наших роботах i в ди-

сертацiї, дозволяє зняти багато питань, пов’язаних з iнтерпретацiєю даних

спостережень в рiзних дiапазонах довжин хвиль. Для розвитку цiєї моделi

необхiдно врахувати багато факторiв: дисипацiя, вiтри i т.д. Ми попередньо

виконали ряд експериментiв з урахуванням ефектiв дисипацiй при зiткнен-

нi хмар. Дiйсно, коли хмари зiштовхуються, то частина кiнетичної енергiї

перетворюється в теплову i, як результат, це буде впливати на динамiку в
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торi та розподiл густини в його перетинi. Попереднi результати експеримен-

тiв показали, що при певному коефiцiєнтi дисипацiя призводить до руху хмар

з носика тора в бiк центральної маси. Таким чином, дисипацiя призводить

до поповнення акрецiйного диска речовиною. При цьому можна оцiнити, що

при темпi акрецiї 0.1M�/рiк тор з масою 105M� поглинеться чорною дiрою

за декiлька десяткiв орбiтальних перiодiв. Якщо зовнiшня акрецiя вiдсутня,

то це буде означати кiнець активної фази ядра галактики. Тому iстотною мо-

же бути роль зовнiшньої акрецiї, яка може постiйно поповнювати речовину

в торi. З iншого боку, необхiдно враховувати роль вiтру. Тиск випромiню-

вання на внутрiшнiй межi тора може бути iстотним i впливати на динамiку

хмар в цiй областi. Слiд зазначити, що попереднi моделювання для низького

коефiцiєнта дисипацiї показали, що, незважаючи на акрецiю хмар на центр,

геометрична товщина тора зберiгається довгий час. Бiльш детальне дослiд-

ження цих ефектiв планується представити в найближчому майбутньому.
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ВИСНОВКИ ДО РОЗДIЛУ 7

В межах задачi двох тiл для кожної частинки системи запропонований кру-

говий тор Кеплера, який є узагальненням кеплерiвського диска. Дослiджено

вплив трьох рiзних початкових умов на рiвноважну форму самогравiтуючого

тора в задачi N тiл: круговий та елiптичний тор Кеплера, а також випадко-

вий розподiл частинок по всiм елементам орбiт з анiзотропiєю в двох про-

тилежних напрямках. Показано, що iстотним є розкид орбiт в початковому

станi не тiльки по нахилам, а й по ексцентриситетам. При цьому найбiльша

геометрична товщина тора досягається для початкових умов, коли присут-

нiй випадковий розкид хмар за елементами орбiт та з анiзотропiєю у двох

протилежних напрямках, що моделюють вiтер в АЯГ.

На пiдставi моделювання запропоновано сценарiй формування затiнюю-

чих торiв в АЯГ, основна iдея якого є наступною. Спочатку хмари рухають-

ся навколо центральної маси i мають квазiсферично-симетричний розподiл.

Формування тора пов’язано з початком активної стадiї в ядрах галактик, що

призводить до виникнення вiтрiв в двох протилежних напрямках. Внаслiдок

тиску випромiнювання речовина видувається у вiтрових конусах i, як резуль-

тат, формується тороїдальна структура.

З умов затiнення акрецiйного диска, якi випливають з аналiзу спостере-

жуваних СРЕ АЯГ, в рамках запропонованої моделi оцiнено кiлькiсть хмар

в торi та їх масштаби. В рамках механiзму нагрiву пилових хмар випромi-

нюванням акрецiйного диска отриманi оцiнки температури хмар на рiзних

просторових масштабах для NGC 1068, якi узгоджуються зi спостережу-

ваним на MIDI/VLTI розподiлом температури в торi. Обговорюється мож-

ливiсть по спостережуваному радiо- (синхротронний механiзм) i рентгенiвсь-

кому (зворотний Комптон-ефект) випромiнюванню в вузлах джета визначен-

ня вiдносної орiєнтацiї газопилового тора в припущеннi, що джет збiгається

з вiссю симетрiї ядра галактики. Зi спостережного розподiлу iнтенсивностi в

радiодiапазонi слiдує, що вигин джета в Sy2 галактицi NGC 1068 пов’язаний

з його взаємодiєю з молекулярною хмарою, при якiй формується ударний

фронт. При цьому поведiнка ударного фронту може iнтерпретуватися в рам-
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ках рiшення рiвняння Компанейця для середовища з перепадом густини вiд

молекулярного облака до мiжзонярного середовища.

Запропоновано iнтерпретацiю спостережуваного за допомогою iнтерфе-

рометра ALMA розподiлу швидкостей в затiнюючому торi Sy2 галактицi

NGC 1068. А саме, наявнiсть орбiтального руху та розкид швидкостей в торi.

При цьому розкид швидкостей виникає природньо в рамках запропонованої

моделi, оскiльки вiн пов’язаний з гравiтацiйною взаємодiєю мiж хмарами в

тороїдальної структурi. Також запропоновано iнтерпретацiю спостережува-

ного некеплерiвського руху хмар в торi, що представляло значнi труднощi,

тому що в iснуючих роботах гравiтацiйне поле тора розглядалося в набли-

женнi диска. Показано, що самогравiтацiя тора i врахування того, що хмари

рухаються по некруговим траєкторiям, призводить до некеплерiвського ру-

ху. Останнє може пояснювати вiдхилення спостережуваних кривих обертання

вiд кеплерiвського випадку та низки швидкостi на зовнiшнiй границi тора, що

вiдповiдає результатам ALMA.

Основнi положення цього роздiлу викладенi у публiкацiях автора [4, 12, 16,

61, 74, 79, 86, 90, 92, 93, 80, 95, 222, 183, 184].
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РОЗДIЛ 8

ЕФЕКТИ ГРАВIТАЦIЙНОГО ЛIНЗУВАННЯ НА СИСТЕМI
ТОР I ЦЕНТРАЛЬНА МАСА

У ньютонiвськiй механiцi промiнь свiтла вiдхиляється в гравiтацiйному

полi маси, яка притягує, що також справедливо i для релятивiстського випад-

ку. Однак в рамках загальної теорiї вiдносностi (ЗТВ), кут вiдхилення про-

меня при його проходженнi поблизу точкового джерела вiдрiзняється рiвно

вдвiчi. Передбачене А. Ейнштейном в 1916 р., а потiм спостережене А. Ед-

дiнгтоном 1919 р., значення кута вiдхилення променя свiтла на 1.75 кутових

секунди для Сонця стало одним з перших пiдтверджень ЗТВ. Майже через

два десятилiття в 1936 роцi А. Ейнштейн [125] опублiкував коротку замiтку

про формування зображення у виглядi кiльця при лiнзуваннi на точково-

му джерелi, коли спостерiгач, точкова лiнза i джерело знаходяться на однiй

лiнiї. Це кiльце згодом стали називати кiльцем Ейнштейна. Довгi роки ця

робота не привертала уваги. А. Ейнштейн вiдзначав, що цей ефект навряд чи

можна буде спостерiгати, оскiльки радiус кiльця-зображення виявився ней-

мовiрно малим. Це не дивно, тому що Ейнштейн при оцiнках використовував

лiнзування на зiрцi, що дiйсно приводить до малих значень радiуса кiль-

ця Ейнштейна. Особливу увагу на ефекти гравiтацiйного лiнзування зверну-

ли у зв’язку з дослiдженням темної матерiї, яку можна виявити тiльки за

її гравiтацiйними властивостями. В даний час ця невелика замiтка А. Ейн-

штейна виросла в цiлий напрям в астрофiзицi. Дiйсно, ефекти гравiтацiйного

лiнзування дозволяють вiдновити масу в галактицi-лiнзi, отримати iнформа-

цiю про масштаби областi квазара, яка випромiнює, вiдновити розподiл маси

не тiльки барiонiв, але також i темної матерiї, яка недоступна для реєстрацiї

за електромагнiтним випромiнюванням. Огляди неба (SDSS, Wise, KIDs/VST

та iн.), якi отриманi рiзними телескопами, дають можливiсть використовува-

ти їх для вiдкриття нових гравiтацiйних лiнз (наприклад, [225, 220]). Вiдхи-

лення вiд точкової лiнзи, а саме врахування того, що в реальностi речовина

в галактицi-лiнзi розподiлена за певним законом, показує, що можуть фор-

муватися чотири зображення. Такi об’єкти, квадруполi, є рiдкiсною знахiд-
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кою [220]. Самим вiдомим об’єктом такого типу є гравiтацiйна лiнза "хрест

Ейнштейна". Рiдкiснi об’єкти є ключем в розумiннi фiзики цiлого класу си-

стем, тому що найчастiше саме в цих унiкальних об’єктах вiдкриваються тi

особливостi, якi замитi в звичайних випадках. Так, змiннiсть в компонентах

зображення квадруполя дозволяє визначити масштаби областi квазара, яка

випромiнює (фактично масштаби акрецiйного диска), що неможливо зробити

iншими методами.

Виявлення кiльця Ейнштейна здавалося малоймовiрною подiєю. Зараз

ми можемо насолоджуватися дивовижним зображенням практично повного

кiльця Ейнштейна в об’єктi B1938 + 666 [165]. До теперiшнього часу вже вiдо-

мо кiлька гравiтацiйних лiнз, якi являють собою розiрване кiльце Ейнштей-

на, що виникають, якщо джерело трохи вiдхиляється вiд лiнiї спостерiгач-

лiнза. Також були виявленi гравiтацiйнi лiнзи, наприклад SDSSJ0924 + 021 i

SDSSJ0946 + 100, в яких спостерiгається два кiльця Ейнштейна [124, 145]. Два

кiльця Ейнштейна можуть формуватися, якщо лiнзування вiдбувається на

двох точкових масах, розташованих на однiй осi джерело–лiнза–спостерiгач.

При цьому, якщо одна з лiнз має свiтнiсть, то вона грає роль другого джерела,

що може приводити до формування трьох кiлець Ейнштейна [238]. Мульти-

кiльця також можуть формуватися в релятивiстських системах при гравiта-

цiйному лiнзуваннi на чорнiй дiрi [196, 107].

Як буде видно нижче [76], гравiтацiйне лiнзування на об’єктi типу кiльце-

вої галактики також призводить до формування декiлькох кiлець Ейнштейна.

При цьому iнтенсивностi i ширини кiлець Ейнштейна в данiй системi зале-

жать вiд деяких параметрiв (маси диска i його поверхневої густини). Ми

побачимо, що подiбна система може "маскуватися" пiд точкову лiнзу або,

навпаки, формувати три кiльця Ейнштейна. Цi результати можуть бути важ-

ливими для правильної iнтерпретацiї спостережних даних. Ця система також

становить iнтерес з точки зору класичної теорiї гравiтацiйного лiнзування,

оскiльки вона є узагальненням вiдомих випадкiв: лiнзування на точковiй масi,

на диску, на нескiнченно тонкому кiльцi 1. Як буде видно з цього роздiлу, всi
Примiтка 1. Лiнзуванню на кiльцi без урахування центральної маси був присвячений невеликий пункт в книзi [215],
де згадується про можливе формування другого кiльця. Там же було зазначено, що задача про лiнзування на кiльцi являє
"невеликий астрофiзичний iнтерес". Проте, включення в систему центральної маси робить цю задачу актуальною.
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цi випадки є граничними (або виродженими) випадками даної системи.

8.1 Рiвняння лiнзи для системи: однорiдний диск i
центральна маса

Розглянемо кiльце (тонкий тор) та спроектуємо всю речовину в площину,

перпендикулярну променю зору, i припустимо, що оптична товщина диска

настiльки мала, що ми можемо вважати його прозорим. У цьому випадку

отримана структура буде являти собою тонкий диск з центральним отвором.

Для того, щоб проаналiзувати ефекти першого порядку, будемо припускати,

що густина в диску постiйна. Тодi гравiтацiйна лiнза являє собою тонкий

прозорий диск з внутрiшнiм (R1) i зовнiшнiм (R2) радiусами та точкову масу,

розташовану в центрi симетрiї. Повна маса системи (M) є сумою маси диска

(Mdisc) i центральної маси (M0): M = M0 + Mdisc. Нехай η i ξ – вектори,

що визначають координати джерела i зображення, вiдповiдно. Як вiдомо,

рiвняння гравiтацiйної лiнзи має вигляд [215, 223]

y = x−α(x), (8.1)

де y = (Dd/Ds) (η/ξ0) i x = ξ/ξ0 — безрозмiрнi координати джерела i зобра-

ження. Радiус кiльця Ейнштейна, створюваний сумарною масою M ,

ξ0 =

√
4GM

c2
· DdsDd

Ds
, (8.2)

Ds i Dd – вiдстанi вiд спостерiгача до джерела i лiнзи, вiдповiдно, а Dds –

вiдстань вiд лiнзи до джерела. Оскiльки лiнзою є система, що складається з

центральної маси i диска, то сумарний кут вiдхилення має вигляд

α = α0 +αdisc, (8.3)

де кут вiдхилення вiд центральної маси

α0 = m0
x

x2
, (8.4)

m0 = M0/M — центральна маса, нормована на повну масу системи. Кут,

пов’язаний з вiдхиленням променя свiтла за рахунок гравiтацiйного впливу

диска з довiльним розподiлом густини, має вигляд

αdisc =
1

π

�
d2x′κ(x′)

x− x′

|x− x′|2 . (8.5)
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Тут вiдносна маса дискаmdisc =Mdisc/M ; x′ — вектор до елемента площi дис-

ка, а iнтегрування вiдбувається по всiй площi диска. Вiдносну поверхневу гу-

стину1 для довiльного розподiлу можна представити у виглядi κ(x) = κ0f(x),

где κ0 = mdisc/(r
2
2−r21) i r1,2 = R1,2/ξ0. У разi рiвномiрного розподiлу густини

κ = const = κ0.

a) b)

Рис. 8.1. Зображення сiтки джерел (15×15) з радiусами rs = 0.1, якi отриманi
за рахунок гравiтацiйного лiнзування a) на однорiдному диску mdisc = 1; b)
на центральнiй точковiй масi m0 = 0.1 та на однорiдному диску. На обох ри-
сунках границi диска вiдзначенi тонкими лiнiями: внутрiшнiй радiус r1 = 0.5
i зовнiшнiй r2 = 0.9. На всiх наступних рисунках границi диска показанi чер-
воними лiнiями.

Таким чином, рiвняння гравiтацiйної лiнзи (8.1) для центральної маси i

кiльця з довiльним розподiлом густини в ньому має вигляд

y = x−m0
x

x2
− 1

π

�
d2x′κ(x′)

x− x′

|x− x′|2 , (8.6)

У рiвняння (8.6) входять нормованi маси, якi задовольняють умовi

m0 +mdisc = 1. Оскiльки розглянута система має осьову симетрiю, перей-

демо в полярну систему координат: x′ = x′ × (cosϕ, sinϕ) i κ(x′) = κ(x′).

Пiсля iнтегрування по азимутальному куту ϕ (див. [31]), рiвняння лiнзи (8.6)
Примiтка 1. Ми винесли 1/π за знак iнтеграла, тому що цей множник надалi скоротитися пiсля iнтегрування по азиму-
тальному куту. Тому у виразi для поверхневої густини число π вiдсутне.
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призводить до системи трьох векторних рiвнянь:

y = x×

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(
1− m0

x2
− 2

x2

r2�

r1

κ(x′)x′dx′
)
, x ≥ r2(

1− m0

x2
− 2

x2

x�

r1

κ(x′)x′dx′
)
, r1 ≤ x ≤ r2(

1− m0

x2

)
, x ≤ r1.

(8.7)

У разi рiвномiрного розподiлу густини неважко побачити, що система рiвнянь

(8.7) набуває вигляду

y = x×

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(
1− 1

x2

)
, x ≥ r2 (a)(

1− m0

x2
− κ

x2 − r21
x2

)
, r1 ≤ x ≤ r2 (b)(

1− m0

x2

)
, x ≤ r1 (c).

(8.8)

Таким чином, ми отримали рiвняння лiнзи (8.8) для системи "центральна

маса i однорiдний диск". В областi за зовнiшньою границею диска сформо-

ване зображення збiгається iз зображенням вiд точкової маси, що дорiвнює

масi всiєї системи (8.8a). В областi отвору диска на вiдхилення променя свiт-

ла впливає тiльки центральна маса m0 (8.8c). I нарештi, на самому диску

формуються зображення, характеристики яких залежать, головним чином,

вiд поверхневої густини в диску κ (8.8b).

Вiдзначимо, що в разi граничного переходу, коли m0 → 0,

mdisc = 1−m0 → 1, рiвняння (8.8) переходять в рiвняння лiнзи для ви-

падку однорiдного диска, отриманi в [215]. Оскiльки цей випадок докладно

не був дослiджений, ми коротко зупинимося на ньому в пiдроздiлi 8.5.

На рис. 8.1 показанi зображення на сiтцi гауссових джерел, якi виника-

ють при лiнзуваннi на однорiдному диску (рис. 8.1 а) i в разi, коли лiнзою

є центральна маса та однорiдний диск (рис. 8.1 b). Видно, що лiнзування на

однорiдному диску призводить до формування двох кiлець Ейнштейна. При

цьому зображення в отворi диска залишаються неспотвореними, а в областi

поза диском спотворюються, як при лiнзуваннi на точковiй масi m = 1. На-

явнiсть центральної маси в центрi симетрiї диска може призводити до фор-

мування трьох кiлець (рис. 8.1 b). При цьому в областi, всерединi третьо-
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го кiльця зображення мають форму згiдно з лiнзуванням на точковiй масi

m0. Зображення, отриманi на рис. 8.1 i на всiх наступних рисунках отриманi

в такий спосiб. Ми пробiгаємо всi значення за координатами зображення в

картиннiй площинi xi з кроком h. Потiм по аналiтичним виразам (8.8) для

лiнзової системи iз заданими параметрами (m0, r1, r2) знаходимо вiдповiднi

координати yi. З отриманого масиву (xi, yi) ми вибираємо такi yi, для яких

рiзниця |yi − ri| < h, де ri — координати джерела. Потiм за знайденими yi

ми знаходимо вiдповiднi координати зображення xi.

8.1.1 Радiуси кiлець Ейнштейна (для випадку точкового

джерела)

Iз системи (8.8) видно, що якщо y = 0, тобто точкове джерело, центр лiнзи i

спостерiгач перебувають на однiй лiнiї, то можливе формування трьох кiлець

Ейнштейна. Для зручностi пронумеруємо кiльця в порядку зменшення їх ра-

дiусiв (рис. 8.2). Першим (або головним) кiльцем ми будемо називати кiльце

Рис. 8.2. Схема формування кiлець Ейнштейна.

з радiусом xI = 1 (розв’язок рiвняння (8.8a)). Перше кiльце формується якщо

xI > r2 при r2 < 1. Рiвняння (8.8b) при y = 0 призводить до квадратного

рiвняння, яке легко розв’язується вiдносно x:

xII =

√∣∣∣∣κr21 −m0

κ− 1

∣∣∣∣ =
√∣∣∣∣κr22 − 1

κ− 1

∣∣∣∣. (8.9)

Кiльце Ейнштейна з радiусом xII ми будемо називати другим кiльцем Ейн-

штейна, яке завжди виникає на диску-лiнзi r1 < xII < r2 i залежить вiд
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поверхневої густини диска. З рiвняння (8.8c) видно, що в данiй системi

з’являється третє кiльце Ейнштейна, радiус якого дорiвнює xIII =
√
m0. Третє

кiльце виникає в отворi диска xIII < r1 або r1 >
√
m0.

8.2 Ширина кiлець Ейнштейна та їх границi

Кiнцевi розмiри джерела будуть впливати на результуюче зображення.

При цьому можливi рiзнi ефекти, що призводять до перекриття кiлець, в де-

яких випадках можливе злиття двох кiлець в одне. Розглянемо це детально,

дослiджуючи зовнiшнi i внутрiшнi границi кiлець Ейнштейна для кожного

кiльця окремо.

a) Зовнiшня i внутрiшня границi головного кiльця Ейнштейна, як вiдомо,

мають вигляд

xOut,In
I = ±rs

2
+

√(rs
2

)2
+ 1, (8.10)

де знак "плюс" вiдповiдає зовнiшнiй границi (xOut
I ), а знак "мiнус" — внут-

рiшнiй границi (xInI ) головного кiльця, rs — радiус джерела. Вираз (8.10) лег-

ко отримати з рiвняння (8.8a) при y = ±rs. Ширина головного кiльця Ейн-

штейна дорiвнює радiусу джерела: �xI = xOut
I −xInI = rs. Внаслiдок того, що

головне кiльце має ширину, що залежить вiд радiуса джерела, головне кiльце

може перекриватися диском-лiнзою. Головне кiльце "видно" повнiстю, якщо

r2 < xInI . В iншому випадку, може бути часткове (xInI < r2 < xOut
I ) або повне

(r2 ≥ xOut
I ) "екранування" головного кiльця диском. На рис. 8.3 наведенi

зображення сiтки джерел при лiнзуваннi на системi "точкова маса + диск".

Рис. 8.3a вiдповiдає випадку, коли головне кiльце не перекривається диском

(xInI ≈ 0.95 > r2) i добре видно всi три кiльця Ейнштейна. На рис. 8.3 b

наведенi зображення, для яких реалiзується випадок часткового перекриття

головного кiльця диском-лiнзою (xInI < r2, xOut
I ≈ 1.05 > r2). Крiм того, для

даних параметрiв системи перше i друге кiльця зливаються в одне (широке)

кiльце i в результатi ми бачимо два кiльця Ейнштейна. На рис. 8.3 c ми ба-

чимо, що головне кiльце повнiстю екранується диском (r2 > xOut
I ). В цьому

випадку "зникло" i друге кiльце Ейнштейна i в результатi зображення являє

собою одне кiльце (третє кiльце Ейнштейна). Таким чином, ми бачимо, що
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a) b) c)

Рис. 8.3. Зображення сiтки гауссових джерел (rs = 0.1) у випадку гравiтацiй-
ного лiнзування на центральнiй точковiй масi з m0 = 0.3 i однорiдному диску
з внутрiшнiм радiусом r1 = 0.7 для трьох випадкiв: a) r2 = 0.9, b) r2 = 0.98,
c) r2 = 1.2.

iснує рiзноманiття можливих випадкiв формування як трьох, так i двох, i,

навiть, одного кiльця Ейнштейна.

b) Узагальнюючи вираз (8.10) на випадок точкової масиm0, ми вiдразу мо-

жемо виписати вираз для зовнiшньої i внутрiшньої границi третього кiльця

Ейнштейна:

xOut,In
III = ±rs

2
+

√(rs
2

)2
+m0. (8.11)

Серединний радiус третього кiльця rIII =
√
m0 отримуємо з (8.11) при rs = 0.

Очевидно, що ширина третього кiльця така ж, як i ширина головного кiль-

ця i дорiвнює радiусу джерела �xIII = �xI = rs. Для третього кiльця також

iснують умови перекриття. Якщо зовнiшнiй радiус третього кiльця менше ра-

дiуса диска xOut
III < r1, третє кiльце виявляється повнiстю (рис. 8.3 a). Частко-

ве перекриття третього кiльця диском виникає, якщо виконуються наступнi

умови: xOut
III > r1, xInIII < r1.

На рис. 8.4 a представлений випадок, коли третє кiльце Ейнштейна частко-

во перекривається. При цьому xInIII = 0.5 i xOut
III = 0.6 i друге кiльце зливається

з третiм. При цьому параметри лiнзової системи такi, що ширини головного

i результуючого внутрiшнього кiльця практично рiвнi. Таке зображення (вi-

зуально) важко вiдрiзнити вiд випадку лiнзування на двох точкових масах,

коли також виникає два кiльця Ейнштейна [238]. На рис. 8.4 b, третє кiльце

повнiстю екранується диском-лiнзою, оскiльки виконується умова xInIII > r1.
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a) b)

Рис. 8.4. Зображення сiтки гауссових джерел (rs = 0.1) у випадку гравiтацiй-
ного лiнзування на центральнiй точковiй масi зm0 = 0.3 i однорiдним диском
iз зовнiшнiм радiусом r2 = 0.8 для двох випадкiв: a) r1 = 0.55, b) r1 = 0.4.

Тут реалiзується випадок, подiбний випадку на рис. 8.3 c, тобто з трьох мож-

ливих кiлець формується тiльки одне кiльце — головне кiльце Ейнштейна.

Для даної поверхневої густини диска друге кiльце не формується (детально

умови iснування другого кiльця ми розглянемо в наступному роздiлi).

c) Границi та ширина другого кiльця Ейнштейна, на вiдмiну вiд головного i

третього, мають бiльш складний вид. Рiвняння (8.8b) для y = ±rs призводить
до квадратного рiвняння виду

(1− κ)x2 ± rsx+ κr22 − 1 = 0. (8.12)

Розв’язок цього рiвняння в загальному випадку має вигляд

xOut,In
II =

1

2(1− κ)

[
±rs ±

√
r2s − 4(1− κ)(κr22 − 1)

]
. (8.13)

Знаки при першому доданку у квадратних дужках пов’язанi, як i для по-

переднiх випадкiв, з зовнiшньою та внутрiшньою границями кiльця. Однак

вибiр знака перед коренем, який однозначно визначається для головного i

третього кiльця (формули (8.10), (8.11)), в даному випадку визначається в за-

лежностi вiд параметрiв лiнзової системи. Ширина другого кiльця залежить

вiд густини диска-лiнзи i для бiльшостi випадкiв (див. наступний пiдроздiл)

має вигляд

�xII =
rs

|κ− 1| . (8.14)
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Таким чином, ширина другого кiльця залежить не тiльки вiд радiуса дже-

рела, але i вiд поверхневої густини в диску. Моделювання, продемонстрованi

на попереднiх рисунках 8.3 a,b i 8.4 b), показують, що формування другого

кiльця залежить вiд параметрiв лiнзової системи. Оскiльки в астрофiзичних

задачах джерело має малий розмiр, дослiджуємо умови iснування другого

кiльця, обмежуючись випадком rs � 1.

8.3 Геометрична iнтерпретацiя формування кiлець Ейнштейна

Тут ми хочемо представити геометричний пiдхiд, що дозволяє без побудо-

ви зображень, яке вимагає наявностi чисельного коду, зробити висновок про

конфiгурацiю кiлець Ейнштейна в залежностi вiд параметрiв лiнзової систе-

ми. Рiвняння лiнзи для променiв, що йдуть вiд зовнiшнiх границь джерела

(±rs) зводиться до вигляду:

x± rs = α. (8.15)

Кут вiдхилення α отримуємо зi скалярного виду вираження (8.6), з огляду

на осьову симетрiю лiнзи

α =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

1
x , x ≥ r2 (a)
μ0

x + κx2−r21
x , r1 ≤ x ≤ r2 (b)

m0

x , x ≤ r1 (c).

(8.16)

На рис. 8.5 показано поведiнку кута вiдхилення для випадку диск i "диск

+ центральна маса". Видно, що кут вiдхилення при лiнзуваннi на диску при

x < r1 має постiйне значення i в цiй областi зображення джерела не спотво-

рюється.

З рiвняння (8.15) видно, що рiзниця координати зображення i координа-

ти джерела i є кут вiдхилення. Графiчний розв’язок рiвняння лiнзи (8.15)

дозволяє зробити висновок про те, скiльки формується кiлець Ейнштейна i

якої ширини буде друге кiльце без чисельного моделювання. Параметри, для

яких були побудованi залежностi на рис. 8.6, вiдповiдають параметрам чи-

сельного моделювання на рис. 8.3. Звiдси видно, що три кiльця Ейнштейна

вiдповiдають випадку, коли смуга джерела перетинає криву в трьох точках
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Рис. 8.5. Залежнiсть кута вiдхилення вiд координати для випадку, коли лiн-
зою є диск (червона крива) i система диск + центральна маса (синя крива).

Рис. 8.6. Графiчний розв’язок рiвняння лiнзи для m0 = 0.3 i r1 = 0.7 для
трьох випадкiв: а) r2 = 0.9 (лiвий), b) r2 = 0.98 (середнiй), c) r2 = 1.2 (пра-
вий). Радiус джерела rs = 0.1 показаний сiрою смугою.

(рис. 8.3 лiвий), одне кiльце Ейнштейна формується при перетинi в однiй

областi (рис. 8.3 правий). Неповне пересiчення вiдповiдає вузькому кiльцю

Ейнштейна.

Також вiдзначимо, що в данiй системi, крiм тангенцiальних критичних кри-

вих (умова y/x = 0), якi призводять до витягнутих у виглядi дуг зображень,

також iснують радiальнi критичнi кривi (умова dy/dx = 0), що вiдповiдає ви-

тягнутим уздовж радiуса зображенням джерела. Це може бути додатковим

критерiєм, який дозволить видiлити систему, яка мiстить кiльцеву структуру.
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8.4 Умови iснування другого кiльця Ейнштейна

З (8.13) видно, що для rs � 1, вирази для внутрiшньої i зовнiшньої границь

кiльця можуть бути записанi як

xOut,In
II =

1

2|κ− 1|
[√

r2s + 4|(κ− 1)(κr22 − 1)| ± rs

]
(8.17)

за умови, що a) κ > 1, κr22 > 1 або b) κ < 1, κr22 < 1. Цi умови вiдповiдають

iснуванню дiйсних значень (8.17). Зручно аналiзувати розв’язки, роздiлив-

ши їх на два випадки (r2 < 1 i r2 > 1) i ввiвши позначення κcr = 1/r22 або

κcr = m0/r
2
1. Тодi необхiднi умови iснування другого кiльця можна сформу-

лювати наступним чином:

при r2 > 1 необхiдно, щоб κ < κcr (κ < 1) a)

при r2 < 1 необхiдно, щоб κ > κcr (κ > 1) b).
(8.18)

Фiзичний сенс цих умов полягає в "конкуренцiї" областей гравiтацiйного

впливу центральної маси та диска.

rs�0.1

r2�1r2	1

0 1 2 3 4
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

Κ

x I
I

Рис. 8.7. Залежнiсть xOut,In
II (κ) для двох випадкiв: r2 = 0.8 i r2 = 1.3. Для

всiх випадкiв радiус джерела rs = 0.1. Сiрi областi показують змiну ширини
другого кiльця Ейнштейна. Область "вiдчуженостi" другого кiльця позна-
ченi пунктирними лiнiями i вiдповiдають умовам на параметри κ > κcr (для
r2 < 1) i κ < κcr (r2 > 1).

На рис. 8.7 показанi змiни радiуса i ширини другого кiльця як функцiя

вiд поверхневої густини для фiксованих значень зовнiшнього радiуса диска
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r2 < 1 i r2 > 1, для яких другого кiльця не iснує ( "область вiдчужено-

стi"). При κ � κcr � 1 (r2 < 1) ширина другого кiльця зменшується, а

його радiус асимптотично прагне до r2. Цей випадок вiдповiдає граничному

переходу до нескiнченно тонкого кiльця, який ми розглянемо в наступному

пiдроздiлi. З iншого боку, при κ → 0 (r2 > 1) серединний радiус другого

кiльця xII → 1 = xI, а ширина �xII → rs. Цей випадок вiдповiдає гранично-

му переходу лiнзування тiльки на центральнiй масi m0 → 1.

Вищевказанi необхiднi умови (8.18) не є достатнiми умовами, оскiльки при

дiйсних значеннях зовнiшнього i внутрiшнього радiусiв другого кiльця вони

можуть виходити за область застосовностi (8.8b), тобто за границi диска-

лiнзи. Наприклад, з (8.17) видно, що при κ → 1/r22 ± 0 зовнiшнiй радiус

xOut
II → �xII i xInII → 0. Однак, якщо xII < r1, то друге кiльце не формується.

Достатнi умови iснування другого кiльця: xOut
II ≤ r2 або xInII ≥ r1. Якщо

цi двi умови виконуються одночасно, то друге кiльце видно повнiстю, якщо

виконується одна з цих умов, то друге кiльце видно частково, тому що його

частина екранується диском.

Умови повної видимостi другого кiльця мають такий вигляд : xOut
II ≤ r2 i

xInII ≥ r1. Цi умови зручно виразити через мiнiмальне число параметрiв (rs i

m0):
при r2 ≥ 1 r1 ≤ xInIII i r2 ≥ xOut

I a)

при r2 ≤ 1 r1 ≥ xOut
III b)

(8.19)

Рис. 8.8. Схема, що вiдображає областi повної видимостi (сiрий фон) другого
кiльця Ейнштейна.
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З цих умов видно наступне (рис. 8.8). Якщо r2 ≤ 1 i задовольняються

умови (8.18b) i (8.19b), то друге кiльце завжди iснує. При цих умовах третє

кiльце також видимо повнiстю, а перше кiльце може частково перекриватися

диском при r2 > xInI . Таким чином, задаючи як параметри радiус джерела

rs i значення центральної маси m0, можна знайти вiдповiднi значення r1, r2,

для яких формуються три, два або одне кiльце Ейнштейна. Для астрофiзи-

ки найцiкавiший випадок, коли центральна маса дорiвнює (або бiльше) маси

диска. Наприклад, в статтi [79] було показано, що для стабiлiзацiї гравiтую-

чого тора необхiдна наявнiсть орбiтального руху речовини в ньому, а отже,

важлива роль центральної маси. Вважається, що система найбiльш стiйка,

якщо центральна маса дорiвнює або бiльше, нiж маса тора. Тому для при-

кладу ми наведемо моделювання для m0 = 0.5 i rs = 0.1. В цьому випадку

xInI = 0.95, xOut
I = xInI + rs = 1.05; xOut

III = xInIII + rs = 0.76.

a) b) c)

Рис. 8.9. Зображення гаусового джерела (rs = 0.1) у випадку гравiтацiйного
лiнзування на центральнiй точковiй масi з m0 = 0.5 i однорiдному диску
iз зовнiшнiм радiусом r2 < 1 для наступних випадкiв: a) r1 = 0.8 > xOut

III ,
r2 = 0.94 < xInI , b) r1 = 0.7 < xOut

III , r2 = 0.94, c) r1 = 0.7, r2 = 1.0.

На рисунках 8.9 i 8.10 представленi результати моделювання для m0 = 0.5

i rs = 0.1. Рис. 8.9a демонструє, що в разi, коли центральна маса порiв-

нянна з масою диска можливе iснування трьох кiлець Ейнштейна. Оскiльки

xIII =
√
m0, то при збiльшеннi значення центральної маси (при фiксованих r1,

r2) третє кiльце буде екрануватися диском. При цьому радiус другого кiльця

буде зменшуватися i воно буде поступово зникати, оскiльки xOut,In
II почнуть

виходити за межi диска (умова (8.19b)). На рис. 8.9 b внутрiшнє кiльце є
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a) b) c)

Рис. 8.10. Зображення гауссового джерела (rs = 0.1) за рахунок гравiтацiй-
ного лiнзування на центральнiй точковiй масi з m0 = 0.5 i однорiдному диску
iз зовнiшнiм радiусом r2 < 1 для наступних випадкiв: a) r1 = 0.658 = xInIII,
r2 = 1.051 = xOut

I , b) r1 = 0.6 < xInIII, r2 = 1.02 < xOut
I , c) r1 = 0.658 = xInIII ,

r2 = 1.2 > xOut
I .

результатом злиття третього i частково другого кiльця. Особливий випадок

показаний на рис. 8.9 c (κ = 0.98 → 1), тобто значення поверхневої густи-

ни близьке до одиницi. Випадок κ =→ 1 аналогiчний граничному випадку

лiнзування на суцiльному диску з r1 = 0, r2 = 1 i масою mdisk = 1, але з

вирiзаним центральним колом радiуса r1. Дiйсно, в цьому випадку ширина

другого кiльця Ейнштейна �xII → ∞ (згiдно (8.14)), але в межах [r1, 1]. В

результатi виникає кiльце-зображення, ширина якого дорiвнює ширинi диска-

лiнзи, а iнтенсивнiсть в кожнiй точцi дорiвнює iнтенсивностi джерела в його

максимумi (в центрi для гауссового джерела).

Якщо зовнiшнiй радiус диска r2 > 1, зображенням буде одне кiльце Ейн-

штейна, але рiзної товщини, оскiльки можливий ефект злиття другого i пер-

шого, або другого i третього кiлець (рис. 8.10). На рис. 8.10 a показаний

граничний випадок умов (8.19a) r1 = xInIII i r2 = xOut
I , для якого зображенням

є широке (друге) кiльце, яке повнiстю заповнює диск. При цьому головне i

третє кiльця Ейнштейна не формуються, оскiльки "екрануються" диском.

На рис. 8.10 b показаний випадок, коли перше кiльце частково екранується

диском i зливається з другим кiльцем. При цьому не задовольняються умови

(8.19a) i зовнiшнiй радiус другого кiльця xOut
II виходить за межi диска, тобто

друге кiльце також видно частково. На рис. 8.10 c друге кiльце торкаєть-
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ся до внутрiшньої границi диска i видно повнiстю. В цьому випадку, якщо

збiльшувати значення m0, то радiус другого кiльця xII буде збiльшуватися

аж до одиницi. Навпаки, якщо збiльшувати зовнiшнiй радiус диска (при да-

ному фiксованому m0), то xII буде зменшуватися i друге кiльце поступово

зникне. Зникнення другого кiльця буде супроводжуватися появою третього

кiльця Ейнштейна. Такi змiни радiуса другого кiльця вiд параметрiв лiнзової

системи зручно розглядати, дослiджуючи граничнi випадки. Ми розглянемо

це в наступному пiдроздiлi.

Вiдзначимо, що крiм розглянутого розв’язку (8.17), iснує розв’язок виду

xOut,In
II =

1

2|κ− 1|
[
rs ±

√
r2s − 4|(κ− 1)(κr22 − 1)|

]
. (8.20)

Цей розв’язок працює для джерела з великим радiусом, тому ми не будемо

детально на ньому зупинятися. Вiдзначимо тiльки, що цей розв’язок потрап-

ляє в область значень для поверхневої густини 1 ≤ κ ≤ κcr при r2 ≤ 1 i

κcr ≤ κ ≤ 1 при r2 ≥ 1. Для малого джерела це дуже вузькi областi, що

примикають до значень κ→ 1 i/або κ→ κcr. Для джерела з великим значен-

ням rs цi областi можуть "працювати" , але у вузькому дiапазонi параметрiв

лiнзової системи.

Можна передбачити без моделювання конфiгурацiю кiлець Ейнштейна з

урахуванням релятивiстських ефектiв, тобто враховуючи, що центральна ма-

са є чорною дiрою. В цьому випадку всi особливостi кiлець Ейнштейна, до-

слiдженi вище, залишаться незмiнними, але з додатковими кiльцями в близь-

кому оточеннi чорної дiри.

На рис. 8.4 були продемонстрованi ефекти гравiтацiйного лiнзування на

сiтцi джерел. Це вiдразу охоплює велику кiлькiсть варiантiв, коли джерело

змiщено вiд центру. Дiйсно, варiант змiщеного джерела зустрiчається часто i

дослiдження ефектiв в цьому випадку також становить iнтерес. На рис. 8.11

показанi, як приклад, рiзнi конфiгурацiї зображень при лiнзуваннi на одному

змiщеному джерелi. Видно, що можуть виникати два зображення принципо-

во рiзної форми: дуга i радiально витягнуте зображення, яке формується на

лiнзi (рис. 8.11 лiвий, середнiй). На рис. 8.11 правий формуються п’ять дуг.

Це демонструє можливу рiзноманiтнiсть в зображеннях, якi формуються, в
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Рис. 8.11. Лiнзування гауссового джерела для m0 = 0.3 при рiзних парамет-
рах. Злiва: r1 = 0.3, r2 = 0.9, координати джерела r = (0.3, 0), середнiй:
r1 = 0.7, r2 = 1.2, r = (0.3, 0), справа: r1 = 0.7, r2 = 0.9, r = (0.2, 0).

залежностi вiд параметрiв лiнзи. Зображення, якi формуються на диску-лiнзi

барiонної речовини, складно видiлити, оскiльки в реальностi кiльцева струк-

тура має власне випромiнювання. Однак при дослiдженнi розподiлу темної

речовини подiбнi ефекти можуть бути виявленi. Кiльце темної речовини мо-

же формуватися при зiткненнi двох скупчень галактик та їх гало, що було

продемонстровано в роботi [164] для випадку, коли зiткнення вiдбувається

уздовж променя зору. Зауважимо, що одним з найвiдомiших скупчень є 1E

0657-558 (скупчення Куля — "bullet cluster"). Таку назву скупчення отри-

мало завдяки незвичайному розподiлу газу (результат спостережень в рент-

генiвському дiапазонi) i розподiлу темної речовини, вiдновлене по ефектах

гравiтацiйного лiнзування [114]. Форма розподiлу газу i темної речовини на-

гадує кулю, що може бути наслiдком зiткнення перпендикулярно променю

зору. Роль початкових умов у можливому формуваннi кiльця темної речови-

ни при зiткненнi систем до сих пiр обговорюються, також як i обговорюється

виявлене кiльце темної речовини в скупченнi CL0024+17 (див. роздiл 1 дисер-

тацiї i огляд в [202]). Чи може формуватися кiльце темної речовини, подiбно

до того, як формуються кiльця в барiоннiй речовинi в кiльцевих галактиках

— це питання залишається вiдкритим. Вiдповiдь на це питання дозволить

дiзнатися новi властивостi темної матерiї. Однiєю з цiкавих задач може бути

пошук гравiтацiйних лiнз, в яких структурним елементом є гравiтуюче кiль-

це. Дiйсно, в даний час є багато оглядiв неба (SDSS, PanSTARRS, DES, KIDs,

WISE, т.i.), в яких ведеться активний пошук нових гравiтацiйно лiнзованих
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систем за допомогою методiв машинного навчання [225, 220]. Запропонованi

методи машинного навчання [225] дозволяють протестувати алгоритм на вi-

домих оглядах неба з iдентифiкованими джерелами для вiдпрацювання по-

шуку гравiтацiйних лiнз, якi характеризуються певними ознаками: наявнiсть

декiлькох зображень в межах одного невеликого просторового масштабу i

наявнiсть центральної галактики. Саме цi ознаки є базовими для видiлен-

ня гравiтацiйно лiнзiрованного об’єкта. Уже ототожненi гравiтацiйнi лiнзи в

вiдомих оглядах дозволяють навчити алгоритм на виборi об’єктiв необхiд-

ного типу, а потiм використовувати його для пошуку гравiтацiйно лiнзових

об’єктiв в нових оглядах. Одним з таких оглядiв є огляд пiвденного неба

KIDS, отриманий на телескопi VST, який має широке поле зору i високу

якiсть зображень i дозволяє проводити пошук рiзних типiв об’єктiв, в тому

числi i гравiтацiйно лiнзових джерел: галактика– на–галактицi або квазар–

на–галактицi. Завдяки спiвпрацi мiж групами iталiйських та харкiвських аст-

рофiзикiв, за участю автора, вдалося отримати новi бази даних оглядiв, якi в

свою чергу дозволили виявити новi претенденти на гравiтацiоннi лiнзi також

iз конфiгурацiєю, яка досить рiдко зустрiчається, така як квадруполь [220].

Методи машинного навчання у застосуваннi до пошуку об’єктiв, де гравiта-

цiйною лiнзою є, наприклад, кiльцева галактика або скупчення галактик з

кiльцевою структурою темної речовини з урахуванням виявлених в дисер-

тацiї i в [76] вiдмiнностей (три кiльця Ейнштейна, радiальнi зображення),

дозволять використовувати цi методи в майбутньому при пошуку подiбних

об’єктiв. При цьому наступним кроком є урахування неоднорiдного розподiлу

речовини як в центральнiй галактицi, так i в кiльцi, i порiвняння результу-

ючих ефектiв з уже знайденими. Також необхiдно охопити якомога бiльше

рiзноманiття можливих конфiгурацiй подiбних гравiтацiйних линз з ураху-

ванням орiєнтацiї їх в просторi i рiзного вiдхилення осi симетрiї лiнзи з про-

менем зору. Такi дослiдження дозволяють вiдкрити новий напрямок в областi

пошуку гравiтацiйних лiнз з нетривiальною топологiєю. Дiйсно, кiлькiсть но-

вих оглядiв неба буде тiльки зростати, особливо з вступом в дiю телескопiв

наступного поколiння, наприклад LSST, Euclid i т.i. Можна припустити, що

перша гравiтацiйна лiнза, яка складається з кiльцевої структури барiонiв або
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темної речовини, буде вiдкрита таким методом в найближчi 10 рокiв.

8.5 Граничнi переходи до вiдомих випадкiв сильного лiнзування

Отриманий розв’язок для лiнзової системи "однорiдний диск з отвором +

центральна маса" є узагальненням вiдомих випадкiв бiльш простих лiнзових

систем. Ми коротко розглянемо їх, оскiльки це буде корисним для розумiння

формувань кiлець в данiй системi при рiзних параметрах лiнзи.

a) Граничний перехiд до точкової маси m0 → 1 (mdisc → 0, κ → 0). З

виразiв (8.9) i (8.14) легко побачити, що xII → xI = 1 i �xII → rs, тоб-

то друге кiльце вироджується в головне кiльце Ейнштейна. Таким чином,

при зменшеннi значення маси диска i незмiннiй його площi друге кiльце буде

змiщуватися в бiк головного кiльця Ейнштейна. Якщо внутрiшнiй радiус дру-

гого кiльця вийде за границi диска xInII → xInI > r2, то друге кiльце повнiстю

зникне.

b) Граничний перехiд до широкого диска r2 � 1 також вiдповiдає κ→ 0. У

цьому випадку головне кiльце екранується диском. Оскiльки центральна маса

має фiксоване значення m0 < 1, то xOut,In
II → (

√
r2s + 4|κr21 −m0| ± rs)/2 →

xOut,In
III i в цьому випадку друге кiльце вироджується в третє кiльце Ейн-

штейна. Вiдзначимо, що при r2 � 1, збiльшення внутрiшнього радiуса диска

призводить до зменшення радiуса другого кiльця. При цьому друге кiльце

"стягується" до внутрiшнього краю диска. При подальшому збiльшеннi r2,

значення xOut,In
II виходять за межi застосування i друге кiльце зникає. При

цьому зникнення другого кiльця супроводжується появою третього, оскiльки

виконується умова xOut
III < r1. Також подiбний ефект виникає в разi зменшен-

ня маси диска при фiксованих значеннях його радiусiв (площi).

c) Граничний перехiд до нескiнченно тонкого кiльця r1 → r2 → r вiдповiдає

κ→ ∞. З виразiв (8.9) i (8.14) видно, що в цьому випадку xII → r i �xII → 0,

а рiвняння лiнзи (8.8) має вигляд

y = x×

⎧⎪⎨
⎪⎩
(
1− m0

x2

)
, x < r (a)(

1− 1

x2

)
, x > r (b).

(8.21)
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Якщо r < 1, то iснують перше i третє кiльця одночасно, що можливо тiльки

в цьому граничному випадку. В системi "диск i центральна маса" зникнен-

ня другого кiльця завжди вiдбувається в парi з першим або третiм. Якщо

m0 = 0, то розв’язок вiдповiдає вiдомому рiшенню для лiнзування на нескiн-

ченно тонкому кiльцi [31]. У цьому випадку, як вiдомо, iснує одне кiльце

Ейнштейна i неспотворене зображення джерела в центрi.

d) Граничний перехiд до суцiльного диску (без центрального отвору)

r1 → 0. При m0 → 0 (mdisk → 1) i рiвняння лiнзи (8.8) приймає вид

y = x×

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

(
1− 1

r2

)
, |x| < r (a)(

1− 1

x2

)
, |x| > r (b)

(8.22)

де зручно позначити r2 = r. Цей розв’язок добре вiдомий [215, 31], але нам

здається корисним привести зображення для деяких випадкiв. З рiвняння

(8.22a) видно, що радiус зображення на диску збiльшується або зменшується

в залежностi вiд величини радiуса диска: rim = rs|1− 1/r2|−1. При r < 1/
√
2

a) b) c)

Рис. 8.12. Зображення сiтки гауссових джерел (rs = 0.1) за рахунок гравiта-
цiйного лiнзування на однорiдному диску (mdisc = 1 i r1 = 0) для наступних
випадкiв: a) r = 0.7, b)r = 1.05 = xOut

I , c) r = 1.3.

зображення менше розмiру джерела (рис. 8.12 a), а при 1/
√
2 < r < 1 зоб-

раження джерела збiльшується i при r → 1± 0. На рис. 8.12b показаний ви-

падок, коли зображення збiльшено в 11 раз i практично повнiстю заповнює

диск. При подальшому збiльшеннi радiуса диска розмiр зображення змен-

шується (рис. 8.12 c) i rim → rs при r → ∞. Подiбний ефект спостерiгається
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i на данiй системi "диск + центральна маса". Збiльшення зображення на

диску (при змiщеному джерелi) може призводити до помiтних ефектiв для

кривих блиску, якi ми розглянемо в наступному пiдроздiлi.

8.6 Коефiцiєнт пiдсилення i кривi блиску

Розглянемо залежнiсть коефiцiєнта пiдсилення вiд положення джерела для

випадку точкового джерела. Критичнi кривi визначаються умовою detA = 0,

коефiцiєнт пiдсилення μ = 1/ detA, де визначник матрицi detA = |∂yi/∂xj|.
Рiвняння лiнзи (8.8) дає

detA =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1− 1

x4
, x ≥ r2 (a)

(1− κ)2 −
(
κr22 − 1

x2

)2

, r1 ≤ x ≤ r2 (b)

1− m2
0

x4
, x ≤ r1 (c).

(8.23)

З (8.23) легко побачити, що критичними кривими є окружностi, радiуси яких

дорiвнюють радiусам кiлець Ейнштейна:

xcrI = xI = 1,

xcrII = xII =
√
|(κr22 − 1)/(κ− 1)|,

xcrIII = xIII =
√
m0.

Тому очевидно, що каустика (з урахуванням всiх трьох областей) являє со-

бою точку з координатами (0, 0). Коефiцiєнти пiдсилення для кожної з трьох

областей має вигляд

μ±I =
1

4

(
y ±√y2 + 4

)2
y
√
y2 + 4

, (a)

μ±II =
1

4(κ− 1)2

(
y ±√y2 + 4(κ− 1)(κr22 − 1)

)2
y
√
y2 + 4(κ− 1)(κr22 − 1)

, (b)

μ±III =
1

4

(
y ±√y2 + 4m0

)2
y
√
y2 + 4m0

. (c)

(8.24)
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Знак ’+’ вiдповiдає зображенню позитивної парностi, а знак ’-’ вiдповiдає

зображенню негативної парностi. Як i слiд було очiкувати, коефiцiєнти пiд-

силення для першої (8.24a) i третьої (8.24c) областей є коефiцiєнти пiдсилення

для точкової лiнзи з масою, що дорiвнює 1 i m0, вiдповiдно. Зауважимо, що

коефiцiєнт пiдсилення вiд диска (8.24b) можна отримати шляхом наступної

замiни в виразi (8.24a): в знаменнику 4 → 4(κ − 1)2 i пiд знаком кореня

4 → 4(κ − 1)(κr22 − 1)2. Повний коефiцiєнт пiдсилення з урахуванням всiх

областей μ = μI + μII + μIII.

Розглянемо джерело, яке рухається по прямiй лiнiї на деякiй вiдстанi вiд

центру гравiтацiйної лiнзи. Тодi зручно параметризувати y наступним чином:

y =
√
r20 + t2,

де r0 — найменша вiдстань, на яку наближається джерело до початку ко-

ординат, t — умовний безрозмiрний "час" руху джерела (при t = 0 маємо

y = r0). Ми отримуємо криву блиску наступним чином. Для заданого зна-

чення t обчислюємо значення y±, потiм знаходимо значення x± з рiвняння

лiнзи (8.8) для рiзних областей i вiдповiднi коефiцiєнти пiдсилення по фор-

мулi (8.24). На рис. 8.13 показанi рiзнi приклади залежностi коефiцiєнта

�

t

�

t t

�

a) b) c)

Рис. 8.13. Залежнiсть коефiцiєнта пiдсилення вiд положення джерела при
лiнзуваннi a) на диску з r1 = 0.67, r2 = 0.85 i центральної маси з m0 = 0.7
при r0 = 0.05 (помаранчева), 0.1 (синя), 0.2 (фiолетова); b) на диску з r1 =
0.5, r2 = 0.9 для рiзних значень центральної маси: m0 = 0.5 (помаранчева);
m0 = 0.6 (синя); m0 = 0.7 (фiолетова); c)m0 = 0.5, r2 = 0.85, r1 = 0.4
(помаранчева), r1 = 0.5 (синя), r1 = 0.6 (фiолетова).

пiдсилення вiд положення джерела (будемо називати їх надалi для зручностi

"кривi пiдсилення"). Добре видно три пiки на кожному з рисункiв 8.13. Iсну-
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ють вiдмiнностi у формi пiкiв вiд диска i вiд центральної маси. З рис. 8.13 a

видно, що при збiльшеннi r0 внесок в криву блиску при лiнзуваннi на диску

стає переважним. З iншого боку, максимальнi значення коефiцiєнта пiдси-

лення досягаються при меншому значеннi центральної маси (рис. 8.13 b).

рис. 8.13 c демонструє, що рiзна ширина диска призводить до рiзної форми

кривих блиску. Таким чином, спостереження i аналiз кривих блиску вiддале-

них об’єктiв можуть дозволити виявити лiнзи, що мiстять кiльцевий розподiл

речовини. Звичайно, для реальних об’єктiв необхiдно враховувати неодно-

рiдний розподiл густини в кiльцi-лiнзi i можливий нахил площини диска до

картинної площини. Врахування цих ефектiв може бути наступним кроком

для дослiдження ефектiв гравiтацiйного лiнзування на об’єктах, що мають

кiльцевi (тороїдальнi) структури.
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ВИСНОВКИ ДО РОЗДIЛУ 8

У роздiлi дослiдженi ефекти гравiтацiйного лiнзування на системi цен-

тральна маса i тор (в наближеннi диска з отвором). Аналiз сформованих

кiлець Ейнштейна при лiнзуваннi на диску i центральнiй масi показав рiзно-

манiтнiсть можливих варiантiв. В першу чергу, це формування трьох кiлець

Ейнштейна. Припускаючи для бiльшостi астрофiзичних об’єктiв m0 ≥ mdisc,

отримуємо грубе обмеження на радiуси диска, при якому три кiльця iснують:

r1 ≥ 0.7 i r2 < 1 при вiдносно високiй поверхневiй густинi κ > κcr.

Бiльш поширений варiант – це два кiльця Ейнштейна, якi виникають в

широкому дiапазонi параметрiв лiнзової системи. При цьому добре видно, що

поверхнева яскравiсть одного з кiлець залежить вiд густини в диску i може

спадати як до внутрiшнього краю диска, так i до зовнiшнього. Формально,

отримуючи розподiл яскравостi в одному з кiлець, можна вiдновити розподiл

густини в диску, що може бути важливим для вiдновлення маси в диску.

Отримано необхiднi та достатнi умови iснування другого кiльця Ейнштейна.

Вiдзначимо, що якщо друге кiльце зникає (при певних параметрiв), то воно

зникає разом з першим або третiм. Навпаки, перше i третє кiльце Ейнштейна

може зникати "на самотi".

Найбiльш поширений випадок (за параметрами) — одне кiльце Ейнштейна,

яке може не вiдрiзняться вiд головного кiльця Ейнштейна або, навпаки, ма-

ти значну ширину, повнiстю заповнюючи диск. Фактично, кiльцевий розподiл

речовини в лiнзi може "маскуватися" пiд точкову масу. Якщо кiльце-лiнза

не виявляється в оптичному або iншому дiапазонi (темна речовина), то можна

зробити неправильнi висновки про величину i розподiл маси в лiнзi i вiдстань

до неї. Навпаки, спостереження широкого яскравого кiльця Ейнштейна може

бути критерiєм для виявлення об’єктiв з кiльцевою структурою. Також вiд-

значимо, що зображення джерела може збiльшуватися при проходженнi по

диску (в проекцiї на площину лiнзи). Це призводить до значного пiдсилення

на кривiй блиску, що також може бути критерiєм для виявлення подiбних

лiнз.

Успiшнiсть застосування методiв машинного навчання для пошуку нових
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гравiтацiйних лiнз за сучасними оглядам неба, з урахуванням виявлених

ефектiв лiнзування на розглянутiй системi, дозволять використовувати їх в

майбутньому (при введеннi до ладу космiчних телескопiв LSST i Euclid) для

пошуку об’єктiв з тороїдальними (кiльцевими) структурами.

Основнi положення цього роздiлу викладенi у публiкацiях автора [13, 76,

89, 94, 220, 225].
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ВИСНОВКИ

Головнi результати, що були отриманi у дисертацiї, є наступними.

1. Показано, що на площинi (2D) задача про пару вихорiв в радiальному

потоцi допускає точне рiшення. А саме, при певному спiввiдношеннi мiж пара-

метрами виникають областi "позаднього" руху вихору. У розбiжному потоцi

вiдстань мiж компонентами пари збiльшується, але цiлiснiсть пари не пору-

шується. У збiжному потоцi вихори в парi зближуються, а швидкiсть руху

пари зростає. В обох випадках пара йде на нескiнченнiсть з областi потоку,

змiнивши вiдстань мiж компонентами на скiнченну величину. Для вихорiв

одного знака з рiвними iнтенсивностями вiдстань мiж вихорами лiнiйно за-

лежить вiд часу. У розбiжному потоцi вони необмежено вiддаляються один

вiд одного. У збiжному потоцi вiдстань мiж ними обертається в нуль за скiн-

ченний час. Знайденi точнi розв’язки для дипольного тороїдального вихору в

радiальному потоцi в наближеннi чотирьох плоских вихорiв, що моделює ди-

польний тороїдальний вихор. Показано, що в цьому випадку компоненти пар

викидаються акрецiйним потоком. При цьому швидкiсть викиду збiльшуєть-

ся експоненцiально в порiвняннi з початковою i залежить вiд вiдношення

циркуляцiї вихору до потужностi стоку. Дослiджено вплив на динамiку ви-

хорiв в бiльш складному потоцi (джерело i диполь, квадруполь). Показано,

що основний результат, пов’язаний з прискоренням викидiв, зберiгається i

для бiльш складної течiї, оскiльки основний вплив має монопольна компо-

нента. Однак присутнi вiдмiнностi (виникає асиметрiя) динамiки вихорiв в

порiвняннi з попереднiм випадком монопольного потоку.

2. Показано, що iснують як аналогiї, так i якiснi вiдмiнностi динамiки ди-

польного тороїдального вихорiв в 3D вiд поведiнки систем вихорiв в 2D випад-

ку. У збiжному (акрецiйному) потоцi кiльцевi вихори, так само як i їх плоскi

аналоги, прискорюються. У разi дипольного тороїдального вихору це призво-

дить до викиду прискорених компонент, але при достатнiй потужностi пото-

ку вiдбувається захоплення кiльцевих вихорiв потоком, що супроводжується

їх колапсом. Показано, що закрутка (орбiтальний рух) може призводить до

змiни напрямку руху кiльцевого вихору, а також впливає на умови колапсу.
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Показано, що iнтеграл спiральнiстi для тороїдального вихору iз закруткою

(орбiтальним рухом) i максимум швiдкостi на твiрнiй вихору вiдрiзняється

вiд вiдомої формули Моффата на числовий коефiцiєнт.

3. Отримано точний iнтегральний вираз для потенцiалу однорiдного круго-

вого тора, справедливий в довiльнiй точцi простору шляхом складання тора

з нескiнченно тонких кiлець. Вперше показано, що зовнiшнiй потенцiал тора

з високою точнiстю представляється потенцiалом нескiнченно тонкого кiль-

ця тiєї ж маси аж до поверхнi тора. Показана аналогiя мiж потенцiалами

тора i нескiнченно тонкого кiльця i потенцiалами кулi i матерiальної точки.

Отриманi наближенi вирази для потенцiалу тора в зовнiшнiй i внутрiшнiй

областях. Показано, що внутрiшнiй потенцiал тора може бути представлений

потенцiалом цилiндра i складовою, що мiстить гауссову кривизну поверхнi

тора ( "потенцiал кривизни"). Показано, що iснує зв’язок мiж потенцiалом

тороїдальної оболонки i гауссовою кривизною. Шляхом зшивання внутрiш-

нього i зовнiшнього потенцiалу отримано вираз для внутрiшнього потенцiалу

тора у виглядi розкладання в степеневий ряд з числовими коефiцiєнтами.

Коефiцiєнти ряду знайдено шляхом зшивання внутрiшнього i зовнiшнього

потенцiалу на поверхнi тора. Отриманi наближенi вирази, якi набагато про-

стiше iнтегральних та дозволяють вирiшувати задачi динамiки аналiтично i

навiть в спецiальних випадках в елементарних функцiях.

4. Аналiтично дослiджено динамiку в гравiтацiйному полi центральної ма-

си i тонкого тора. Знайдено рiвняння для окружностi нестiйкої рiвноваги

"кiльце Лагранжа" , яке є аналогiєю з точкою Лагранжа L1 в задачi трьох

тiл. Показано, що в такiй системi замкнутi круговi орбiти iснують тiльки до

певного радiуса, який вiдповiдає останнiй стiйкiй орбiтi. За аналогiєю з реля-

тивiстським випадком, де сталий рух можливий аж до останньої внутрiшньої

стiйкiй орбiти "the innermost stable circular orbit (ISCO)" , ми назвали останню

стiйку орбiту в данiй системi як "the outermost stable circular orbit (OSCO)".

Показано, що в кiльцевих галактиках типу об’єкта Хога, де маса централь-

ної галактики порiвняна з масою кiльця, iснує область нестiйких орбiт мiж

кiльцем Лагранжа та OSCO, природа якої пов’язана з конкуренцiєю гравiта-

цiйних сил з боку центральної галактики та кiльця. Як результат, iснування
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цiєї областi нестiйких орбiт може призводити до вимiтання зiрок за рахунок

тiсних зближень i утворення щiлини в розподiлi густини мiж центральною га-

лактикою i кiльцем, що спостерiгається в усiх кiльцевих галактиках. Також

показано, що в такiй системi в меридiональнiй площинi iснують замкнутi ор-

бiти нових типiв, якi можуть свiдчити про iснування в такiй системi третього

незалежного iнтеграла.

5. Показана iстотна роль центральної маси в стабiльностi систем, що

мiстять гравiтуючий тор. Чисельне моделювання можливих траєкторiй у

внутрiшньому потенцiалi тора при наявностi центральної маси показало, що

iснують принаймнi два типи орбiт в супутньої системi: гало i коробчатi ор-

бiти. Показано, що можливо iснування квазiзамкнених гало-орбiт. Знайдено

рiвняння руху i його рiшення для коробчатих орбiт, якi вiдiграють iстот-

ну роль при аналiзi подальших чисельних експериментiв по стiйкостi тора

в задачi N тiл. Показано, що в рамках задачi про незбурений рух можли-

во сформувати тор, в якому частинки рухаються по кеплерiвським орбiтам,

"тор Кеплера" , який є узагальненням кеплерiвського диска.

6. Вперше показано, що самогравiтуючий тор в полi центральної маси за-

лишається стабiльним, а рiвноважний перетин має форму овалу з гауссовим

розподiлом густини, що узгоджується з даними спостережень. Побудована

динамiчна модель затiнюючого тора в активних ядрах галактик в рамках за-

дачi N тiл при врахуваннi гравiтацiйних взаємодiй мiж хмарами. Показано,

що спостережувану геометричну товщину затiнюючого тору в АЯГ можна

пояснити за рахунок руху хмар по нахиленим орбiтам з розкидом по екс-

центриситетам, що в свою чергу є результатом гравiтацiйної взаємодiї цен-

тральної маси i хмар в торi. Отримано вираз, який дозволяє прогнозувати

поведiнку системи для довiльного значення маси тора i числа частинок в

ньому.

7. Чисельнi експерименти дослiдження еволюцiї самогравiтуючого тора з

рiзними початковими умовами показали, що геометрична товщина тора є

бiльшою, якщо в початковому станi присутнiй розкид орбiт частинок не тiль-

ки по нахилам, але й по ексцентриситетам. На пiдставi отриманих результатiв

запропоновано сценарiй формування тора в АЯГ, який пов’язаний з початком
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активної стадiї ядра. Показано в рамках задачi N тiл, що рiвноважний роз-

подiл хмар в торi, досягнутий за рахунок самогравiтацiї, задовольняє умовам

затiнення акрецiйного диска в активних ядрах галактик (АЯГ). Показано,

що спостережуванi некеплеровскi кривi обертання та розподiл швидкостi в

торi сейфертiвськiй галактицi NGC 1068 можна пояснити особливостями ру-

ху хмар в торi за рахунок ефектiв самогравiтацiї. Отримано оцiночнi вирази

для температури хмар внаслiдок нагрiву їх випромiнюванням аккрецiйнного

диска, якi узгоджуються з даними спостережень.

8. Аналiтично та чисельно дослiдженi ефекти гравiтацiйного лiнзування на

системi центральна маса i тор (в наближеннi тонкого диска з отвором). По-

казано, що лiнзування на такiй системi забезпечує рiзноманiтнiсть можливих

конфiгурацiй залежно вiд поверхневої густини в диску-лiнзi. У данiй системi

можливе формування трьох кiлець Ейнштейна, якщо маса диска порiвняна

з центральною масою, а ширина диска задовольняє знайденим нами умовам.

Два кiльця Ейнштейна виникають в широкiй областi параметрiв, при цьому

яскравiсть кiлець може iстотно вiдрiзнятися. Також може формуватися одне

кiльце Ейнштейна. В залежностi вiд параметрiв лiнзової системи одне кiльце

Ейнштейна може бути iдентично випадку лiнзування на точковiй лiнзi або,

навпаки, мати iстотну ширину i високу яскравiсть. Показано, що в разi вiд-

хилення джерела вiд осi спостерiгач–лiнза, можливе формування не тiльки

дугоподiбних зображень, але також i радiально витягнутих зображень, що

також може бути критерiєм для пошуку систем, що мiстять кiльцевi струк-

тури. Показано, що розглянута система є узагальненням багатьох класичних

випадкiв лiнзових систем.
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ПОДЯКИ

Автор дякує Вiктору Мусiйовичу Конторовичу, який навчив мене працю-

вати в рiзних областях астрофiзики та фактично визначив область моїх до-

слiджень. З Вiктором Мусiйовичем ми вперше почали обговорювати питання

дослiдження тороїдальних структур у гiдродинамiцi (тороїдальнi вихори) i в

гравiтацiї (починаючи з iдеї кiльця Лагранжа) iз пристосуванням до астрофi-

зичних задач. Моя вдячнiсть Сергiю Олександровичу Пославському, з яким

ми провели дослiдження по динамiцi вихорiв i написали ряд спiльних статей,

а також Григорiю Михайловичу Резнiку за сумiсну роботу, в який вiн ввiв

нас в цiкавий свiт точкових вихорiв в потоцi. Свiтла пам’ять моєму другу i

блискучому вченому Вiктору Григоровичу Вакулiку, з яким ми дослiджували

гравiтацiйний потенцiал тора, пройшовши разом складнi шляхи крiзь мате-

матичнi розрахунки, а також з ним ми почали проводити першi експерименти

по стiйкостi тора в задачi N тiл. Автор дякує Олексiю Володимировичу Сер-

гєєву, спiльно з яким проводилися i тривають далi дослiдження задачi N тiл

для динамiчної моделi тора в АЯГ. Я вдячна Валерiю Михайловичу Шуль-

зi за його пiдтримку пiд час моєї роботи у вiддiлi Мiлiметрової астрономiї.

З ним ми обговорювали рiзнi астрофiзичнi задачi, якi потiм реалiзувалися

у виглядi спiльних робiт. Моя вдячнiсть Юрiю Григоровичу Шкуратову, з

яким менi пощастило працювати над задачею обчислення орбiти супутника,

а його пiдтримка i допомога дозволили нам бiльш оптимально проводити чи-

сельнi експерименти стiйкостi тора за допомогою нового GPU. Також дякую

Альберту Тадеушевичу Котвицькому, сумiсно з яким була зроблена наша ро-

бота по гравiтацiйному лiнзуванню на торi з центральною масою. Я дякую

Массiмо Капаччiолi за плiдне обговорення останнiх робiт по об’єкту Хога i

динамiчної моделi АЯГ, що значно полiпшило нашi статтi, а також за ство-

рення iталiйсько-українського спiвробiтництва, яке вiдкрило нам можливостi

спiльних робiт в рiзних областях астрофiзики. Я дякую моїм молодих спiвав-

торам Маринi Сергiйовнi Михайловiй i Аннi Володимирiвнi Донець, з якими

ми починали працювати, коли вони були ще студентками, i моїй нинiшнiй

студентцi Нiнi Олександрiвнi Акерман, з якою ми продовжуємо працювати
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над моделлю АЯГ. Автор висловлює величезну вдячнiсть Олександру Петро-

вичу Железняку, Вячеславу Володимировичу Захаренку, Вiктору Павловичу

Тишковцю, Дмитру Федоровичу Лупiшку, Володимиру Анатолiйовичу Захо-

жаю, Андрiю Олександровичу Терещенку, Юрiю Iвановичу Великодському

за уважне прочитання дисертацiї i автореферату i цiннi зауваження, якi доз-

волили значно полiпшити текст. Моя вдячнiсть Генадiю Петровичу Марченку

за його пiдтримку i готовнiсть завжди обговорити результати кожної роботи.

Some of the chapters of this thesis make use of the following ALMA data:

ADS/JAO.ALMA�2016.1.00052.S., ADS/JAO.ALMA�2013.1.00055.S. ALMA is

a partnership of ESO (representing its member states), NSF (USA) and NINS

(Japan), together with NRC (Canada), MOST and ASIAA (Taiwan), and KASI

(Republic of Korea), in cooperation with the Republic of Chile. The Joint ALMA

Observatory is operated by ESO, AUI/NRAO and NAOJ.
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